







































































































Cpt2 可解 与幂雪 he代数的表示
总假⽴ k取复数域 C

L为 C上有限作 lie代数

钍21 可解 he代数表示
⼈ ⼀作表示
① dimv 1 p L C 为 lie 表示 ⼆ 称 P为 ⼀作表示
② 刻画 fi ㄩ C为线性映射则 p为⼀作表示 p 以 20

pf 由 pay PM fly pmpun ply M 0 主⻅

note V为 L 模 p L gun为相应表示
若put为gun中⼀作⼦空间或P⼭⼆0

则可得到 i ㄩ C 为 L的 作表示
此时 L 对 V的 模作⽤为标量乘法作⽤

③ V为 L模 ⼊ UC 为 ⼀作表示 称 为 L模 V的权
令以⼆ 2 EVlx zihnv lt x EL了 称为⼈的权空间

note 线性代数上 txc L mx在 v上有特征值与特纪⼦之间

lie代数中 权相当于⼀族线性变换的特征值
权空间相当于相应的特征2主问

2 可解模分解之理
①引理1 1-14 L 对⼈任⼀拉间 I 若 EH DE I EH 则 24 L

2 HEL 对 L化⼀ 拉问K 若EH HE k EH 则 KEL
了 V为L模且dim van ⼆ 让总存在不可的模
4
H k为之⼦代数 且 K Ht K U为 L模 V为H K模
且 让 化⼦兰问 W W为 V的 C⼦模 ⼏为 ˇ的⼦H模且⼦味草










































































































② L为可解 he代数 V为有限作不可的 L模 则 chink
recall V为不可的 L模 V只有平凡⼦模

pf 4 可解 14 L 否则 ⼼三
令 I 为L⼦⽴间 且 UEIEL chm I n 1

由引理 1 24 L 且对⽐ I 有 LID Cx he直和1
②对 din L作归纳
若 dimㄥ 1 hi Cx 取ㄨ在让特征的量 2

Cv为 V⼦模 wa
若dimL 1 V视为 I模 设 W为 U的不可的 I⼦模

由归纳 dimW 1 w诱导⼯的 ⼀作表示⼊ I C

Stalin EW yEI yw tyjw
OElifuavlyu hyu ltya I了 为⼈的权空间 1

-阩

由 WE U_U 中4
ltuEU ltyEI gcxnklxy txnjllul

xyn tncui
Xlyxu htxqjlnl

若⼊区7 0 UycI ⼆ U为Cx⼦模 U为 V的 2⼦模
由 以习的 ⼆ V 0 V整个为 I的权⼊的权包间

v 任 ⼦空间为 I 模ˋ 引理
由 KID Cx 取 x在 让特征的量 0 则Cv作成沐莫
坏了的 ⼆ lia 命题即让

④ 下证 ⼊⽐37 0 KyEI
任取 o tu EU 令 ⼰ u 2 i X 2in

zpzo iu li卬不伐性⽆关 foil is p了线性相关
取 n_n ⼀ Up7 为 u⽣成的循环 拉问










































































































归纳证 yvi M u ESpan 的 ⼀ 以13
i 0 时 y2 yu ⼊以u 侧 的

⑤ i 成⽴时 yo⼭ ⼆ yxvi X72i 如12i
⼊川 xzi txy72 itx spanfu hn

⼆ ⼊⻔ lit span 的 Oil
理 的为 V的 2⼦模 ⼆ 的为 V的 L⼦模 v_v

⽐列 ⼥

Exgj no Up 2 - Up 怄⻔

trftxyj ptnxayj trlxg yxli co
⼆ ⼊⽐7720 让毕

简 证 ⽬标 构造 U的 诈⼦模

① L I a a ⼦模 I⼦模 t C ⼦模

故只须 找⼯与⼈的公共⼀作⼦模
② 油有限2模 取不了的 得到 I的 权⼊
③若⼊⼀阶权空间以为Cx⼦模 任取X的⼀作特征⼦空间⽴⻅

问题归纳为 ⼊⽐7 0 Ky EI
④ 对 otu Eh 亽 n 在X下⽣成循环孡间的⼆Spanfu xu 忪了

刚的为 I⼦模且为 X⼦模 的未必含于以 还不能直接得到
⑤ 利⽤ lie括号性质 y xixu xyxzi hu ⼩外⼼Xnu

-
交换

⼀⼩
减次

指导了⼝在 的特殊基下矩阵的对⻆为 姒

mte xyiyx tn 是 lie代数中常⽤的技术⼿段
即 换序只产⽣ ⼀个低阶影响因⼦

recall V为 C模 he同态 A L gll li Mnㄍ1
Ō PMnap 称为 P的⻋所表示










































































































p
此外 P⼭为Mn⼼的⼦代数⼀

反三 Mn⼼的 任 ⼦代数诱导了 KC 的 he模
下边我们试图给出 模的形式更好的表示
③拃论1 L可解 Von作 L模 则有表示

A L gun Mncc 并诱导表示P L Mntci

xn lt前 x ⼼ A

pf 由上 ⼀命题 其 V的不 的 L模 做扩基

pcx ⼥学

由分块矩阵计算规则 ⼥⾸ 店 品 三知

meet 对0⼭ 权⽩量 2 L在 Ha 上作⽤即诱导这⼀ A
④ 拃论2 L了解 U为有限作⼈模 则有表示

p L sgllll Mnl cl

x lt tl 即上三⻆矩阵

pf 反复使⽤上 ⼀拃论
note L可解 p⼭上 矩阵可同时上三⻆化
3 L为 可解 he代数 且 dimL n 则 L作为伴随模
得到理想鲢 0 I EI E E In E In L 其中dimIr r

mte lu作为伴随模 其 he理想 模理想 即不变孡间

A me 2 L有逐⼀上升理想链 U有限 模 ⽐可同时上三⻆化

Cpt22 幂⾯根的 he 表示

o recallJordan理论
若 0为让线性变换 且特征多项式为 加1 tx in__ txri
则存在咋⼀分解 K na ha ⺟Vr

其中⼼为 0根⼦主问 且 0⼼的特征多项式为 世则以

note V未必有特征孡间的直和分解 但必有根⼦兰问的直和分解










































































































1
1 L为幂⽣ ⽐代数 V为L模
则 ltyEL pl 的 根⼦之间 均为 V的⼦模
队 设 的为 M 对特征值⼊的根⼦空间 即 V vc vly iio zn3

V XEL VE 的 记 X X 不汇了从⻔ 由L幂圣⼆ In LEO xn 0

则 不⼊ Xi 2 I y xijtxiy xx jo y灯2 X412

cyXMX ro XnV 0

XUE的 即 LIE Is V_V的 L⼦模

拃论 ⽐ yc L AM的 根⼦会问分解可在0以下进⼀步细分
note书中证明⽤的式⼦为

以⼀ at pl x v ⼆点cicadg p iixilcp - 吃

2 L幂圣 V为有限作不可分解 L模 则 v有⼀组基 s t

pl ⼆
⼼

pf 2幂⾯ ⼆ 可解 _ i
若某⼀ X at 对⻆线不相与 ⼆ 作PM根⼦空间分解
由上⼀命题与 坏⼑分解⽭盾

note 令⼊ 2 C ⼒以 ⼼ 则 ⼊作成 L的⼀维表示

3 权空间分解 dim lin
① ⽅法1 记以x 2 ⽐ 1 ⼼ ⼀⼊以1 2 o

即pm根⼦空间分解中特征值⼼ 的根包间
记 以⼆ VEVI t x EL 有 cp以 ⽔州 v o了

没 L span ⽕ ⼀ Xm了 则 以 j h不
对 L逐级分解 红 Phx 为关和以1根拉问分解⼊以1相与项合

⼝每 ⼀ hx 关于 p叫作根⼦主问分解






























Jp
得 让 Phy 了 也以 加11抯其次合并

131依次下去最终即得 K U
② L幂否 也有限作 L模 dimltn 对⼊为⼈的⼀作表示
则 V有 咋分解 r pu

pt 2有限作 V可分解为若⼲不可分解⼦模的苴和
设 V 以 每⼀ ⼦模 以 诱导⼀作表示⼊ L c

由put限制在 以上的矩阵形式 ⼆ ME 以

⻉须证 以 7忍以⼆ 0

note 这⾥证明思路 应与线代根⼦主问⽅法相近
此⼆ 处证明⽅法略过 使⽤ 0⾜够了

③⼀ 以 to 时 称 ⼀作表示⼊为 V的 权 以为⼊的权主问

让 尹以 称为 U的权空间分解
④拃论 L幂⻥ V为有限作 L模 p L gun

⺕ L上 ⼀组基 st pl ⼆ 济贤
贤故

⽐EL

4 Engel s theorem
L 为第零 lie代数也 HEL adx L L为幂圣元

pf L幂⽣ ⼆ 王 nst no
⼆ adx Ly 0 Ky EL
adx幂圣 -

E 反证法 反级 H为 L构⼤幂重⼦代数
即 H玑 且 tkz H为 L 2代数有K⾮带雪

①则 L可视为 H模 由由叮 EH H可视为 H模
UH 为⾼什模 取其上不了的⼦模MM

②由H可解 MM 诈 诱导H的⼀作表示 ⼩ H



g
即 Kmt HE MM XEH 有 adxlmtH X凶 m H

也即 也 m ⼼ m th
由 H幂零 ⼆ adx幂雲 灬 0 否则 adxncmto tn

③于是 由川 区川 EH 区叮 EH tx EM

没 M HaCx M HaCxHacxJEEHHHIH DEH
于是 M为 L⼦代数 H为⼉⼦理想 即 HAMEL

④只须证明 M幂⾯即可导出⽭盾 _

断⾔ Kiso I eciis t me E Hi

i 1 时 MEH 命题成⽴
归纳假设 MenE Hr
则 me以11 Men HtcxJEHMt en xJ
mean E HMt adxl⼼以

旧纳证 Me⼼切EHH4 uxj me的 抖 时已成⽴

𢫨之下 Me以 4 由华adxjMG uJEHr
EItTMJt xPLugH7 tujmen
EH 4 ItH xjtujme

由 EHTXJ EHFHJXJEEHrCHxD t EH世们
以及出⼝EH 归纳易证世州⻔ EH 于是第 2个归纳得证
由H幂圣性 Me⼼切EHH4 uxj me的中
j充分⼤时 adxj 0 令 art ecntj为相应j 值
于是第⼀个旧纳式得证 由断⾔命题之⻅

笱证 0 取扫⼤幂⻄ 作成⾼什模 UH
② 取 UH上不可的模MM 并得到⼈为⻄表示

③导出 HAMEL 化归为验证M幂圣性
④控制收纹 MenEH 两步归纳得到



可

note 24 L 254 L 归纳

䦹 ⼯ LJEII II LI ⼯还叮哒个2 I 27 ET
拃论 L为幂王 he代数 - 2 L基 st adx 区 以EL

pt it 由Engel s thm⽴⻅
由前⼀命题之得 具体地

l幂⾄ ⼆ 理想链 L L 2 - 2 L 0

钆平之间的 任 ⼦之间为 L⼦理想
扩充得到理想全连 L I 2 - 2 I 0 dim Er

取 x r E I 7 I r 1 ⼀ m

L在 伓於下的伴随作⽤矩阵为所求形式

即 ⽐ adxcxi xml lxi xm li 1
5 补充命题 i

① 对理想全连 L L 2 L22 - ˋ 2 L 2 - -

U L上⼦空间 I 若 U E IE L I 4 L

即⼼了理想链的任⽴加细 可得还你理想升裢
② 对理想链 L ⼼之⼼ 2 ⼼ 2

lt L上拉问 K L E KE L K E L

即 9⼼了理想链的任意加细 可得透你⼦代数升链
③- L 为MnCC 上的⼀续 上三⻆矩阵 Hunch men

有 p L Mmcd PT L Mmccl

lAM jnsAmlTi rsAm

均为代数同志当ㄥ为 he代数时 p ǒ为 he同态
6 ⼀些思考

①条件⽤在哪
m L的任⼀表示p L Nn C 中 put可同时上三⻆化



p
L上有逐⼀的理想升链 即 0 20E I E E I L dimIEr

cz L幂⻥ KXEL mx 在让根⼦会问为 L模
仅由此性质 可指导 的̌权空间分解

131 Engel s 7hm 中 没⽤到权空间分解性质

4 可解 put 可同时上三⻆化
⽤到可解模总存在权的量的性质迷似单个矩阵上三⻆化找特征的影
可解⼆ 不可的模 ⼀作 严格⽤到 diml
I 总有不可的模TV总有不可分解⼦模 均⽤到 dimVc

⼼幂重⼗幂⾯ 中幂圣 理 Engel s Then中极⼤性⽤到dim Loo

② 存在与诈性
以 根⼦主问分解 权空间分解均是咋的

③ 有限与⽆限
也可解的上三⻆化 幂⻥的类Jordan上三⻆化 Engels Theme
均⽤到 diml co

公式 L为 he代数 V为 L模 oEV xyc L x PEㄥ
p L gun 中 不引起混淆下 ⼼ 简记为⽊
则有 lpn at_lx ro ⼆点 cicaycpczn x io

-gun 蝨 he guu

pf no 命题成⽴归纳伇 n ⼩时成⽴

纪 xi lady f li x EL

lpcyi atp ixvupnn cxtp li⼀点 cil ixytx li
𦻗的⼈如川志cipxipn io

⽽ 以 ⼀如 -11pcxil pltyxijltplxijply app 以



p p p p l p p p
plcady BDxiltpcxii cplgl也坏1
plxitDtpoxii pl 以布 -1

note 后也 验证 从咯 ⽤到 Cit Cit Cnn
公式 ⽤于指导 4 WE ly
即 ladh dylhMEXgg⼆点 ciadh xuix hn in咳了

⼈ 可解表示
① ⼀作表示 if L p ⼼ 0 -1线性
② EH LIE I EH I 4 L L 2 E 2 - 2 02 - 拓为个理想
EHHJE KE H K E L L 2⼼ 2 - ⼼ 2 拓为开代数

③ Htk ⼆ L 2模 H且K⼦模
④ L了解 v不可的 ⼆ dim lil

L可解 p⼼可同时上三⻆

晶 An Am 均为 he同志 抹掉部分右上⻆向同志1
⑤ V_v ⼼可同时上三⻆也 哊逐⼀升理想键
2 幂⻄表示
① 濐⻥ kxEL AM根⼦空间为 L⼦模

l幂⻥ 以可分解 ⼆ pm同时分块 ⼼ 化

② 嗥王 ⼆⽊鸡 问分解 可以

③ Engel 幂⽽ tix adx幂⻥
3 V为 L模 VE Vi X y E L LL可以⽆限作1 则有

y y in ⼆点cilady pix cy x io
Q he代数中 可解与群了解尤为相像 是否落在同⼀范畴上
研卑对的性的范畴 i
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