







































































































Gt3 Cartan⼦代数

Gt3.1 Cartan⼦代数存在性
0 预处理
① V为线性空间 dim linen

则 ⽐EgllU VE V ⺕ mst lx XMU 0

对n lx xi ro

② 同样地 L为 we代数 且dim L n

则 KXEL ycL IM St Lad x_xMy
对 ncadx tIMy 0

特别地 X EL界⾥ ⼀ adx 0

即 对 dimhdim Van 情形根孢问中的 n可固定下来

1 正规化⼦
① H为 L⼦代数 令 ⼉⼭ XEL lad x H EH 了
并称NCH 为 H的 正规化⼦

② 性质 ul NHI EL
12 H d NUP
3 HAKE L KENLH

pf 匞州 h x tn J I7IxhJJEH ENLH NltDJENlHi
121 由区洲 H EH 主⻅

B Ek HJ EH ⼆ KENLH

2 Cartan⼦代数
①若 H 为ㄥ幂重 ⼦代数且 H 1⽐1 称 H为ㄥ的 cartan⼦代数
② EXE L 记 的 x f yELI Inst adxny 07

称⼼ x为 L关于 x的空成分










































































































若 dim的 x 取到最⼩ 则称⼊ 为正则的

note XE 的 x dimLo 70

note2 L有正则元素 ⽤到条件 dim Lc

3 存在性主理

改 x为 L 正则⽆ 则 H L x为 L 的 Cartan⼦代数

pf 分三步讨论 i HEL H幂⻥

NLHIEH.o.ky.EEH 归纳证 邓巩7 ⼆点 citedxiy.dz
no 栏 n成⽴时

cadxMtyEknciadxlEedxiy.adxizDECn
x.adxiyJ.cadxizjtcadxiy.I.edu㚧钉了

⽐较 ⼆点ciǘdiy adxnizjtiadxiy.adxn.it了
可得 ⼆贰

aitadiy.adizjmde.Gn G.GE tci citc.it Cri

Ěci a dig adx咋了⼗点Cri ta dig adi笁
贰 Ci Ead iy adiz

亦可由上章最后⼀式直接得到
于是 n 2dimL时 Eadxj adi 主 0 adMuzio
设 dimH L H b bcs

Ky 吾 tibi EH 由Engel'sTheorem 仅须证了在 H上幂⻥
注意到 ady ㄥ L adyiLMUH.H
Hmte.cndy不为 he模同志 这⾥仅指线性映射
mte2 设 L有 4扩充基 L b bc bns

adylbi.be ⼀ bn i Lb ⼀ bn ALAi
其中分块上三⻆中adyLH EH得到










































































































y
取什么恒问基 but in了作为 UH基的 诅代表示
则 adylbi n tn hi ⼀ bi Ant

即 上三⻆分块 带来了不变孡问

其上下分块的⼏的意义分别为不变拉同与相应⾼空间
设 X⼭ X⼭占⽐1分别为ady在 L H UH上的特征多项式
由⽅块可⻅ 㹝 X以加⽐了

且 Xltkdetltl adyj
det lt 1 -导⼊iadbi det t E ⼀本⼩B i

即 X们 Xcthxz 的多数为关于9⼩了的多项式
没 加⼭⼆ dotd tt tdn tt
XEH 考虑仁义情形注意到 1⼗⼆的x E E 4 adxnz 03
E Et HELM ady EtH H y 2-7EH adx竼 -

Z EH 即计1-1 H 故 此时ady⽆⾯特征值
因⽽do为你了的多项式且不为⾄多项式

设⽔⽐ ⼆ tm lcotattn tG in C不为君多项式_

其中 mEL degx lt dimH dimLox
于是 X 4 X以后⽐ tmccidotett temmtmy
其中 Cod不为圣多项式 ⼆ 其⾮重解对应的了张成H
对这些 y dumby M 2 ⼆dimLox

⼆ m l x lt t

lady l n 0 那 y为H上幂⾯⽆⼀ 井

③ EE NLH1 - EX DE t adxnExzJ o ZEH
- we

于是 H NLH 4 以议 adiz 0

故 H为 ㄥ的 cartan⼦代数 问题证毕
whet Ey E L 仍有 Long EL 且 NLLong Long

丝










































































































y y
即仅幂⽣ ⽐中 ⽤到 xct 的正则⽐ _

构成𤦸
note2 dolt ⼀ ⼼⽣ ⼆ 其⾮重点 ⼩ ⼀ ⼈以张成 C

H 组基幂⽣ H幂⻥
②笱证 ⽬标 让 ty EH 在H上幂圣

⽅法 考差 ady的特征多项式

y在 让 灿 导出 dimLong信息
了在H上 X⽐ ⼆ ⽤于证明了在H上幂曾
于在411上⼈以 找出H上 ⼀组幂⻥基

Gt3.2 导⼦与⾃同构
1 线性映射8 L L 满⾜ SIX 7 我列 tix 837 以 yet
则称 S为 L的导⼦
特别地 Ex EL adx为 L导⼦

pfadxIy tl EX cz Ex77E ⻔ ED
rule 化简Ex巩 772有两种⻆度

①看成adeyz对X作⽤ 即 adyoadz adzady
io看成导⼦ adx 对所引作⽤

2 Ant L 0 ⼼ ㄥ1 0为ㄥ的⽐⾃同构了
则 Anti 关于复合运算作成 L的 We⾃同构群

recall 线性变换中 函数拟在A的特征值处有 n阶导数时
可通过Jadan块之义 fun

3 S为 C的幂王导⼦ 则 eS为 L的⾃同构

Hi S幂零 2 n SI e S 贰兵
于是 ě 为线性映射
归纳易让 Sing ĒG ㄈ8分 S 订 与前也Cri讨论⽅法⼀致










































































































于是 eS txgg ⾔ Ì Six 7
⾼志 Tint six S𠯻
⾔⾔ 不 tix fiy
匲式8分⾔我8分 x eSyJ

故 ě为 he同志 同理可证 et 为 he同态
于是 e Set 1 e 8为 lie 同构

mole 证明中 由于 f 为幂圣元 三 均 为有限 和
2 S⾮幂⻥ 时 eS你有主义 此时不知是否仍成⽴
令 Inn L élx EL且 X为幂圣元 称为 L的内⾃同构群
4 Inn La AntL
pf X EL幂⽣ ⻜为导⼦ 只须证 Oeady E InnL

t QadxdgizOEX ly 0X y adam
adx 0导⼦ adox

Qadxot adoxEInnL tl
⼜⼨⼼ Mz EL 称⼼ 与M2共⻋在若ZOEZmL S t am 让

我们希望证明 L的 任⼆ Cartan⼦代数共轭
为此 需引⼊⼀些代数⼏何的⽅法

Gt3.3代数⼏何的⽅法
1 设 H为 L的 Cartan⼦代数 L视为H模有权空间分解
⼼灵⼊ 其中 ⼩ H c 为 H 的 ⼀作表示 也即叶模 L的权

Nㄙ XELl dh XlhMx o khEH了 ⼼dimL

由H幂零 ⼆ HE Co
mte 我们还希望Lo EH 于是 L H10401 加

这⾥ L 是H模下得到的 取不同 CartanH必将得到不同权分解










































































































2 断⾔ 以 in为H 作表示有 4 到E Gr
Pf 取 兆 ⼭ 死⼼
即证 In adh 4圳 N xy 0 EhEH
由前边公式

ladh dylhMEX.gg ⼆点 cicuh xuix.hn in唁
n充分⼤时 有 ladh l.chtix 0或 Ladhyniy 0 让年

拃论 L ⼼思以 中 txt 厶 有adx幂⻥

Pfi 只须证 KyELM In ad x y 0

由于and㕧y E Lin ⽽ L有限作 故 n充分⼤时 Lin ⼆0 t

3 L 40401 Lxr 其中 ⼩⼆ 0

取 L坦基Sbijl osier St fbij7为 Lxi的 ⼀组基
EXE L X有咋⼀分解 加 Xotxttxr.XiELxi.io t.ir

亽 f L L

x rs edX ědxr⼼

则 f 三Xijbj ⼼ 三Mijbj 其中 rj 为关于 少了的多项式
p f 由exp性质 对 xi FXijbij.fi eib依次复合得到

⽽ èx 事在1 adyb.jpNo
其中adbijcx bij Ě加加127为关于 ⼊j 3多项式

e的多项式性质未证 1

4 记 Mj fijl.tt 令了4 礜 为 dimL 阶矩阵
则 det THE CE𠯻 且 at JG 不为⾯多项式
⽅法 考虑特殊元 h EH St detJHnto.TLAn上三⻆化且对⻆⾮

054为代数⽆关的
即⾮重多项式 FLXijist.FI fij 0 则有 F 0










































































































PH l I

6 令 B C If⻔ 为多项式⽣成的 环 A C以⻔
令 同在 0 13 A 则 0为单同态 未证

fijrsfijlhcl
于是 B 可视为 A的⼦环

7 B与 A为合公共⺓的整环 且 A由 B有限⽣成 6中情形
亽p为A上⾮重元 则213上⾮重元q
at 任⼀⽉态 4 13 C及4W 0 4习延拓到 4 Asc 4⼼⽆

设 d dimL fi d cd 为多项式函数

IXijbjrszfijlhclbij
8拃我 记 kd lt多项式 PECEX 记 Up ⼆ 亿⽐ 1ㄗ⼼⽆了

则 to ⼀⽇⾮⻥多项式qdtxij7 si fling










































































































Cpt3.4 Cartan2代数的共轭性
o我们将书上的命题证明拆解为若⼲引理 这些引理本身

也具有⼀定的理论价值

1 若⼲ lemma ⼦注记

① HE L 且 L为计模 于是 UH 可作为H模
且有 Hd Le H在 UH上 为重作⽤

② H在 上幂⻥ 即 Eh EH uh LL 0 n aim L

则 L作为H模 只有重权 即 L关于H的权空间分解为 E Lo

Pf 没 以为 ⼊的权空间即ㄙ xtlldh mix o lthEH了

其以不可约 2模中元来 X 则 以EH 有

运 ⼆⼊lhlx dh 0 ⼊ 以ㄨ 0 ⼆ ⼊⼭⼆0 即 ⼊三0

特别地 UH不了的⼆ H对 UH仅重作⽤ -114L
me H 为 L 的幂兰⼦代数书 H在 L上界⾄

③ H为 L的 Cartan⼦代数 L权主问分解 ⼆的014⼩⽥纵中
有H Lo 如未说明 总假之 n dimL L反之亦然 l

Pfi L xc lllthc H cadh x 03
H幂⾂ HELo 且H在⼼上幂重
若 HtLo 没MH为 4H 的不可的⼦模
由20有 1-14M ⼼叮 EH ⼆ ME⼉⼭ E H HIM Z

④⼀ 设 9bij了为 L 组基 刚给出函数 f L c 与价于给出
多项式函数 F d C fact 们

州 rsflzxijbij
⑤ L 上正则点集的构造⽅法
解 Ky⼆三州bj EL 加 detltl adykdetl tt 三⼩jdbij

detltE zx






























































































J

t 4Manly t t tt 们 记My 1
其中Mily 可视为 ㄩ C函数也可视为关于⼩⻔多项式函数
则丑 k o Ek En st fly 丰0 fly o tl ck

于是 R y Ell thM to 了为 L的正则点集

⑥ H为 C的 cartan⼦代数 L有权空间分解 2 H12 办 ⽥ 红

KXEL X X tx tn txr 其中Xi E hi XoEH 记为⼆六⼗ ⼗不
以令 f L L 则 fix 为加的同构像

xrseadi fr ⼼
即 f 将 L 上点 ⼒打到与 X 同构的点上

⼭令 多项式函数 p L C 则可丰0
⼒ ⼼⼊⼉们 ⼩⽐

-
⼩

记Lp x⽐174 ⽆了 由上节拃论 2q L C⾮⻥ St Lqsfup
pf ⼙必 o ⼩⽐ 0 ki E 1 M

⽽⼩为 H 作表示且⼩ to Hif XEHl ti 不为H真⼦空间
⼈ fi Hi为H真⼦集中印头点丱不为空

note e eh let 关于线性变换的函数性质未讨论

mtezi 上节代数⼏何的讨论只为构造这个命题
⑦ ad L glCL 为 L上的 同志 d L为glLU⼦代数

xmadx

对 L 上任⼀同在0 习同志 ǒ d adLOL
adxrsadox

s t LU adl 为交换图-

01 lō
⽐ dad⽐

pf 由主义 交换性显然 只须让 Ū为 lie同志



H
adㄨ adg ⼆ 还订 G 2-7 t E E L

0 区到 0 Ey z t EE L
⼆ COXOH 0g 027 EZEL
ada adog ⼆ 各主义

0线性性 0线性性
dXady adexyj adocxiadeoxin ⼆ EndOx aday

特别地 0为同构时 ⼥亦同构理上图为同构交换图
⑧拃论 0为 L的⾃同构则 x为 正则点 0⼼为 L正则点

pfadx 关于基 外了的矩阵与 ad以 关于基90以𠮨的矩阵相同
adxtadox特征多项式相同

dim的x dimLoox
Ante 同构交换图的作⽤在于 把上图所有关系 平移到下图上
2 H为 L Cartan⼦代数 则2 L上正则点 X st tt⼆的ㄨ

pf 关于H有权台问分解 L L 124 不 ⽥ ㄙr

对 f L L ⼩函数 P L C

xrsědiix ⼒ ⼼⼊⼉们 ⼩⽐

由引理知 陆 0 且五函数件0 st GE flip
②
KyEL 设 ⽔引⼆七年 punt t tt 以
2 k o Ek En st fly 丰0 fly 0 t LCk

R yall th Mio 了为 L 正则点集
③
Me to q丰 ⼆ t qto szyEL stn Myiqy to
于是 y ERALq E RAKLp

y正则 且2XELp si flxky
也即 ědecx y 加与y共轭 x 正则

④ XoEH且 H界⾯ HE 的加⼆ Excelled炏 可以在1熚万



1
⼜ x Elp plX to

⼩凶中0 ⼼ ⼀ r

V_v Eli otnd⼼⽓ Eli
Lo x EH 井

简让 ⽬的 找 H中正则⽆⼈ 以及 让 Helo
注意到 ⽐ EH ⼒在 H上幂⻥ HE的⼒

故只须使 Loxo EH
n

对 Koto tutt Or LadXo Not this zitzit.tw
其中 2⼼ 0 ⼩ lX1 0 X在以上为类Jordan块作⽤
于是 ExoEH l LoxoEH了 x EHI ⼩⼼ to Kiel ⼀ 以
即 Gx EH ⼼ ⼊以㣺 ⼩⼼ to
于是构造P xrs ⼩⼼ ⼩⼼ St LoxoEH XElp
因⽽只须 让 Lp上倒⼀点⼊的圣部 x 正则

利⽤同构性构造 f.si 犳⻥部x 正则 ⼼fcx正则
⼲是只须让 fyi n R⾮合 R为正则集

ˊ由代数⼏何⽅法得到 LqEfllp
此外 R GE Ll thM to了
于是找 q.ph⾮零点 即证

论 0 04是充要进⾏的 即命题逐步对价化归最后转为代⼏问题

拃论 10 Exo EH HE Loxo
H为 Cartan⼦代数 XoEH 则 X正则由Loxo EH
令 R L c xrs⼩⼼ ⼩⼼ 则XoEH正则由 XElp
令 flsL.xrseti.ie ⼼ 则加正则 fix 正则
正刚点集 R ixc.LI run 03

8 代⼏引理中 ⽤到 f性质 因⽽上⼀节整节在研究 f



1 1
另外 H为 L Cartan⼦代数 K L 2代数 M st HEMEL

有 H为 M的 cartan⼦代数
3 L的 任⼆ Cartan⼦代数共轭

pfi 没 H H 为⼈的两个cartan⼦代数
L在H下 权主问分解 L H10401 - 01Lxr
主义 函数 f L L piL c

st fll pl为H中正则点集 且2 q lsc St Lqeflli
设 ⽔引⼆ detll t adyi titpnlyf4 tn 以
2 k s t R IXEl IM㕳 to了为 L上正则占集

类似地 对 H 得到正数 f p 以2 q Stn Lq E f Lp
Miq q to ⺕ ZELS t ME qltlqltl 0

z正则 且⺕ XEG x Eli S t fiㄨ f ⼼ Z

对分解 X X txit txr xtxotxitn tt

有 edi ědy f M fix 1 eadi fr
X与 x 共轭 且 仁 Lo xo HELo⼼ H与H共轭

mole 重新⽤上 命题 的 Lax 构造 并使 x与⼈有相问共轭元
最后 称 dimH为 ⼈的阶
4 补充命题 关于cartan⼦代数
⼼若 L幂圣 则 L的 cartan⼦代数为 L本身

pf 伇 H为 L Cartan⼦代数
⼈幂重 H在 让幂⻥

L关于H权空间分解仅有重权
⼜⻅Cartan分解中 HELo H L

② ˋ H为 L的 Cartan⼦代数 H为⼰的极⼤幂和代数
Pf 设 HE KEL 且⼼ 0



I
HENKLHIEMCHIEHSNk.CH H

H为KCartan拭数
⼜ k幂⾂ H K

note 反之不然 即极⼤幂⽯⼦代数未必句 Cartan⼦代数
例10

例20


