







































































































Gtl3 单李代数基本模

recall Cpt12 主要结论
chMIX a T 其中 T chMo ⼆点 B 01G

死 crei
chMM f 其中 ⼆ GT ep 𦶥 en

Chun 品 红在__
彘Ewewp

蕊Ewewp
⼆ 点whew.it

dimUm ⼆点whpcwx

mdiml.cn菇 ⼀
花 c p x

Cpt13.1 weyl作数公式的替代形式
l 设 ⼊⼆Èmi⼩ E H 为⽀配权 其中⼩为基本⽀配权

则 diml.CH ⼆菇 da 其中 以⼆⼆型
p a

设义⼆点公义 则以 䃕
志⼼⼩墙⼩ 上⼀

上
C层⼩ É Rixis

⼆ Èlnrrn
É aCXi.a.siÌcxi 外

Èliwi
È kiwi

即 攻 志盥 ⼼
wiz前丛⻘ kiwi

Note 若设 义⼆点会对 且可省去 wi的讨论
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G t B 2 Ac的基本模
1- 设 个⼩了为Ac的基本⽀配权 则 diml li Cǜ
fi
Ac中 ⼈ 与对可看作与同 因⽽上边 wi 可忽咯

即 dimLcwj 𦴢 da d Ě
É⼼

义⼆Ěkixi
当⼈的单根和展开中不合成时 d 1
故仅须讨论 展开式含多的情形
即 X X it tjt txn is je k 时
此时 d 12

kit
于是 ik

diml hn 䓵j j蕊 i
药器 器 巒
藏 t
_T f ni

_ 4tylro
jt

- ci
2 考虑Ac的⾃然表示 即 4 L slctCC
设 V为 对应 L模 以 12 ihǘ为⾃然基
则 Ui 为 V关于 mi 的权的量
其中 Mi H c

ii ci ⼩
由 xi Mi M tl 得



M

商 i
f
i 焦

过渡阵⾏列式为n_n to
1 1 I

x
⼜ kh ⼆ A 们 A 为 cartan阵0 ⼈

⼀ ⼩得

傠 li
ijtKlYiyii
lYhiMi i2ii.MvnM M X

⼈其含最⾼权为⼩的不可的模
⼜ i dim klt diml.ci
⼈ VE Ll N

Cpt13.3 exterior powers ofmodules
recall 张量代数相关

TCU ⼆点 T ⼼为 V上张量代数 设 dimV m

则 dimT ⼼ k 下设 V 以 SEi3in为基
in令 I 为 1 02 w_w 010 wa U I⽣成ㄒ⼼ 理想
则 I ⼆ 点gun I ⼆点 Ki
其中⼼ 90办 20n_n 办 00an lGESn OiEV
E S U ㄒ以1I ⼆点 she ciara Ěs⼼



其中 S⼼ 以 9 Eint I lie_in 了为基
dimsncn Cmn

③ 全了为 12001 vet ⽣成的 Tcu 理想

注意到 2210 o 计以 九⼗w

vow two v 0

⽽ 0加⼗功W 0 的10 va u 0
charFi

u av

i J亦为 oawtwaolvWE以⽣成的 Tl以理想
于是 J⼆点 Tun T ⼆点KĚ
其中 KĚ 2办 20n 1 10万中恰有 2个重复 Oi EV了

令⼈⼼ TCU个 ⼆贰⼋⼼ C 10 四点 im
其中 MU m f si孙 ⼒ Eintjli ci in了为基 n Em

dimiwl Cm hn llU zn
l U为 模 ⼈⼼ 作成 模 且称为 V的外代数
此时 NU 贰⼋⼼ C 10 四点 in 为ㄥ模分解
化 ⼄⼋w 0 加 ⼗了 为 v w 的外积

2 设 V为 单李代数 L 上的有限作模
则 Mr 的权 9点 ni l Mi 为 v的权了

p f V取权主问分解的基 Ui Eli
h hi - lil ⼆ Èui 灬 近2 ⼈ ⼼ ⼆耘州⼼⼼⼋项 -

3 V为 A 李代数 L的⾃然模
则 LLwi ⼆代⼼ fwih为基本模

Note 有时为避免歧义 wi ⽤⼩表示

⾮ Mi 州 ⼩ 构成 V的所有权



且 MYM2 Yfctl
由上 ⼀命题及⼋⼼基性质
Mn 的最⾼权的量 为 Mitten ⼆ 以

2 Y dimㄍ以 1 Gi ⼆ dimMriin 不可约 且同构于 LlWH

Cpt13 4 只 ⻅ 的基本模
l Bc作数信息
recall Bc根系 Pi Iii 为规范正交基
f i Xitxitit txc.IE iEll2 i H lDynkin图 ________

2
fi pj X it Xit ⼗ Xj 1 kz j e l

i 2 i j H
Dynkin图

3
pitfj xitxititn.xj.it 2X it 2Xit ⼗ ⼀ ⼗2N IEicj El

1 2 i i j H
Dynkin图 _____________ 重

recall第⼀节
diml.ch 花⼗ dx
⼩⼆点mi⼩ ⼈Ěkixi wi 㸚器 ⼈为短根 时

d Èlii 1ÈMÈkiwi Ékiwi
其中 w Wz my 2 uc 1

_dimllwj 菇 dx jay
2㣿

X Èkixi 时 以⼆ ltkitkc.it
当⼈单根分解不合为 2⻚时 d 1

于是只须考虑 x取值为下边情形



以 I ⼆ fxit txjt tl.kiej.jtk.EU 3
T OHM l
xc I.dxijju I

inlhifxittxjt txc.IE iej 了
izlzitiizttl_EIz.lk⼆药 T.it 2L 2jtl

3 Ifxit tg 1Xk t2Xnt t2xc kiEj j

lEkEGaTzdx Tj t
2ltmjtkkazlR.it

i1Lit1
2L j 2L

zjtiiL41n C jt
4分 __
2 ⼀吵 j 1

⼭
IF dit txk.lt 2名⼤ 12分⼤ 12⼈ 242Ej I Eikt T
T T.iztk i

gltzmxEI4dx2 kjlsishtzvk iti

R.CL
2t2 u k.lk 1 t I

U 21213 cu 2k 2

21 ⽐⼼ 2C jzl.lzc jtnrcuH.y zj iy zjtD.y

zjtzs_2LluH.nlu jtyi nlu

zjtzlidiml.milijidx ⼆道
⼭

Gǜ
dimLlwc 菇 dx jay

此时 仅须考虑 X 为如下情形



y
u I ⼆ fxit txclk is.LI

T zczitfmxcz.hn ⼆ 蕊 ztri ⽕器
21 I z fxit txkttxkt tznlkick.EC

xETzdx Ǖ iǘi 2 ⼀ ⼋
⼀ 年屯Hmu2l i k.tl

⼆意 uziti.nu
HL itl

d DII
L ll.tt ˋ2

⼈ dnl.mu⼆点 以⼆ 奱 2

约上
it 9当8

2 Bc基本模 j E L 1
全 V为 Bc的⾃然表示 即 dim V 241
则 LlwjizAN.tl
EjectRui if

则 任Min Ul以构成 V的 所有权
且由Mi ln xi.lu ⼆⼈ 知

with in ownmsn.ir的最⾼权 为 Mitts

由 徵 㶝1



𠵯 𢺳 燜
得做 Kill
I mt tpjfwj.lklzwcj
⼜ dimlcwjj dimiv G.ci j l
⼈ Lcwj N V j c l

3 12作数信息
recall Bc根系 Pi Iii 为规范正交基
⼭
fi pj xitxi ntn txjy.IE i j e l

i i j c1Dynkin图 ____________

121

fit fi Xi t ⼗X ztlutngtx zt txj.IE icj EH

Dynkin图 a iii.nl
pitBc X it the th Ki E 2

Dynkin图 ⼈
___⼆个

diml.mg1 姦收
设 ⼈ Ékixi 则 以⼆

点⼼

志⼼

类似只讨论 纯验算
对 j 分 三类讨论 1Ej Eli j l 2 j
主要结论如下



雌 itsz
4 ⼏基本模 jam
亽 V为Dc的⾃然表示 即 dim V 2

则 Llwj1 ⽇ Air tie je l 2

Pf RN
⼩

兴沙⼀ ⼩ 则 仕州 作成 ˇ所有权

且 Met tt.fi eine you
no由

iiiil
W得

㒡 丛
⼭湘

于是NV的最⾼权为 mt uj wj.jc.cz
⼜ dimlcwjj dimNV G.ie ⼝

⼈ Lcwj IN V JELL

Cpt13.6 G基本 模
1 cc作数
⼉ recall Cc根系 9Mii 为规范正交基
以 2 f i 2⼈ it tzxutx.IE i E L

Dynkin图 ⼈ ge
重

pi pj xitxititn.xj
i.kicjslbynh.in图 这些



pitpjzxitxitit.nxj itzhit tzx itx.IE ìcj
1 2 i i j u c

Dynkin图 ____________ 1重

diml.mg1 姦收
设 ⼈ Ékixi 则 攻

Èkif亝
Jeu

2点 kit bi
jzl贰⼼

类似只讨论 纯验算
对 j 分两类讨论 1 j E L 1 j l
结论 如下

dimlcwj CǛCǛ ju ⼀ l

Dynkin图 u i Citi Gtio_o

2 G基本模 j 11
亽 V为Dc的⾃然表示 即 dim V 2

则 Llmi 旦 V

Pf RN
⼩

兴沙⼀ ⼩ 则 仕州 作成 ˇ所有权

且 M.tt t.nu to tune e M
由 M 1 i a1

ill⼩⼩⽣
2 1

Witiz W

得

伙 们



liHN
t NU的最⾼权 为 mt n trj wj EC
特别 地 由于 dim N 2 ⼆ dimllw
ilcw IE N v V

以上 给出 A D 族 基本模的作数公式
以及 A 所有 基本模构造

及 的基本模 Lcwj js H

G 的基本模 hun
DL的基本模 Lcwj j Etz

这部分模 均通过⾃然表示的外积构造
具体地 Ac中 Mu E Unni ⼼⼼⽣ ⼼

Be中⼼⼼ ⽣ llwnikEH
M li 以 2m 为最⾼权

Cc中 Nut 㝉 cm

MU 以 wi 为最⾼权 但未必不可的1

⻅中 MUIUWN kEL z

MU 以 nitwit 为最⾼权
Nut 以 wiwu 为最⾼权

系下情形需 ⽤ ⼀些特殊⽅法构造
即第5节 Clifford代数与spin代数 只⻅
第 7节 contractionmaps G
以及第8节 给出有限族的 模 构造



Cpt135 Clifford代数与spin模
本节构造 Bc ⻅采下情形的基本模
l clifford代数
① l 以 v c 为对和 双线性映射
令 TCU为 让 张量代数
丁为1200 - 12训了⽣成的TCU双边 理想
或与价为由 102040 句 0 - 2 W 以 13⽣成
W 7⼭⻔称为 V的clifford代数

② VHS viii 为基 ⼆ 由 viavi cvi U tl ⽣成
lviavjtvjavi zwi li 1 icj

③ C IQ Un T 0 C 1 V 可视为 C⼼ ⼦空间

CLU为 Nini I ⽣成的代数
④ CM有 ⼀组基 fzi v nl 0 Eic Chan了

故 dimcwl in
Ncte 由 2 iavi cvi U tl 消除重复

由 Viavjtvjavi zwiy l is 实现换序
⑤ 令 Tcu⼗⼆磊 TV Tcu 三 房 iv
则 TLU TIUTDTNT FI T T⼼⽥ T TcvD
ECCUETUXTnTCUM CM TMT Jn Tcu
则 cwkcwltacc li 且 dim Cw⼗⼆dimCui 2
且 CWimfvi ukloeia ci zEn k侃了为基
cwimfvi ukloeia ci zEn k奇了为基

if U XETN yETSV vavtuu IE J
有 xo av a uyHy a

f Tcu
⼗ 若 偶

Twi 若 当



Note 对称外代 上 扫 T同步分解 clifford则为奇偶同步

2 clifford上的 李代数
can turn 作成李代数
引理MX.y.EE V 达772 4以到 x 4逛 y

叫
x.yz.WEU LExyj.EU 417到区wj 4czgwlEXEJ

y_yt4LXWIEYZJ4cxzjtywjpf.MExy7EJ MZ yxz zxytzyx

zcx.by 2 lyzl.X zyzl.ytuyzl.X

4cxtl.yt4CYtl.XHUMJ.EE川 EM EJ.wjtt.EE区4WJJ zu
⼆ 417到EXWJ 4lx.EJCy.ujtlecy.wjlzx7 4lx.noEED I

亽 L spans EiUP licj 7
由 Evivj vizg ujvi wivj z.li㓚
知 hi吲 icj 了线性⽆关 故 dim L i n 灬
由引理 ⼼ 知 L作成 ⼼ 的⼦李代数
由引理 in 知 V作成 L 模
此外 让 双线性型⾮退化时 U为忠实 L模

if 即证 若 XELS t.LT v o covEV 则 x 0

设 x 奇Cj Euvj 令 C cj 其中 Cji 的 icj
区2 0 哥Cnj Itu 㓚0 0 引理以

哥 cijdvjnivi 4no vj 0

⽐较 vi 系数 得 求cijcvj.ro ⼀点分⼼ ⼼ 0 ti

由Gj Gi 得 志
cjcvjvinmijzcvi.gl点出迎以1 ⼆点cijmjp.IO Hi k
⼩ CM 0



⼀⼋ M⾮退化时 C 0 即 x o

Note 在 C反对称的条件下 CM⼆0仅有⼆解 书 ⼼可送
例 M ⼼ CM 0 ⼆ 8 i 0

故反命题不正确
④不变ke
X EL UNE V ⼆ EXD O tlv tn⼓ 0

p f X⼆班了 y ZEV 近2 ⻔ 以 ⼆ E 2 y 27 -17以区2
- Eau ⻔ 2

Note p Lx L L 与 C 1 以 L

满⾜ exy z X ty tl 为李代数上的不变性
了 ⻅李代数模
ok dim h 21 - 1 No N ⼀ u vn ⼀ o_o为其⼀组基

各个台品器
即其矩阵为

jviii rs I
其它 no

L在 让 作⽤忠实 p L EndV
由 L不变性 XGL YCXv it 4 v ⼼ 0 Uuv

UHM it UM Xi 0 ⽐ v

VIM tMXN o tv o
⼆ I M⼗MX 0

⼜ 只⼆SpanTX l XTutM 如 0了 且dimBc dimL
I li Bc

② 现 ⼼ 作成 L 模 从中构造所需基本模
⽯ u i UoUi hi ⼆ UN i it

U spanfzy ujtu in lEj c jtEl 3



ㄗ j n 1 3
则其线性⽆关 继⽽ dimU 21
运算上 由 2 i vj zivitz.lv in 1

名 vivjz

vjvi.itjtohi.v
iz v ivit.IM

由 ui ujzvovivovj tiuivjz
zvyjy.tli 2 vjoi

得 uiujigui.itjt09uiuiuiui 4

IOUECLUH 且 CWHUEU 即 U作成 Cut的在理想

if 由Uivj ⼠ uinj 知 似了作成 Cut 的⽣成元
Uni ⼩ uiujinujiu.nu EU
有ui.u 4U ji.ui u jtn.nu 若 i E fi ⼊了

⼤ Uj ui ujt u.nu 若 it 从 以⼼州
0 其它情形

i U作成在 以⼗模
Note cut作成 ⼭ 的 ⼦代数 L作成 ⼼ 的⼦李代数
Note2 此处 模为代数模⽽前边讨论的是李模
L ⼆只 且其中 Evi 0⻔对应天来为diglo ⼀ i ii

Pf 近2⼏⻔ u 0

0⼏⻔ vj 4S.jo i
ㄈ瓦⼏⻔Uj 4Sj Vi

Note 由 f L EndV L中元来 turn 可写为具体矩阵
拃论 h⼀点Ǜhi以对应矩阵为diageo⼊ ⼈⼩ hi
最后不能 U的 权保



由 hi 2⻔ dini 2 i n i i n_n it 2

得 hill ujiujtu.nu 2 ujiujtu.nu 若149⼼⽔了
1 2 ujiujtu.nu 若 ieii

MI.hlujiujtu.nu廿贰三州 ujiujtu.nu
其中 ⼼ I

若 i4 仦⽔了
若 i e j M

R fi E HY s t MiChk Xi
U的权集为 代起Eihl Ei ⼆丈1⽉任取了

i Wc ÌÈ Mi EU 为 U的最⾼权
i LlWd E U ⽐较作数 其取到⻋号

Note SMi了为 ⼼的⽊⻢泎基 且 由前边构造 wilicl 基本

模的 过程中知 We⼆⼗点Mi
4 Dc 基本模
Note mt tMH wcytmyfwl tg.tn ⼗ㄟ
h m my wu ilmttn

n.io令 dimV 21 v.nu v___ 0 为其⼀组基

令 以 ˇ C 即其矩阵 为

mfzfVi 0⻔⼼1

0作成 L 模诱导 p L ⼼ EndV
且有 LET X l XTMt MX 07 D

由 dimL l 2 1 dimDc 得 L ⼆⻅

亽 0 Spans vj V jtv.eu Kj c cjtEL3
则 dimU 2
运算上 90ivj vjvi.it j to

vivi 0 ivi 2，1



vitjivjtu
ukfzvj.n.zi

jtu.nu iE9i u

jtI2jn0i wjtu.nu ico是it fjijt
0 其它情形

由远䈯知 U作成 an 模
令 0⼗⼆ Uncut U Unani
由 Cui Cui Eun t 知 ⼼作成 Cut 模
由 Cui Cui Eun 知 ⼼作成 Cut 模
⼈⼼ ⼼均作成 L 模
最后 确之 ⼼ ⼼上 的 权集
合 h⼆点 Ǜhi 们 同只讨论 h对应矩阵为ding lin 㣺 ⽔
由 Cvivi 2 22 ⼼ 得
Ui 2 iJ 2 ji 2 jto.nu 22 ji.vjto.nu it 仈jt322 j 2 jtu U.it 9jjt3t.h2j 2jtu u Ì这么炒 2 ji 2 jto.nu
其中

sify.it
纵⽕了

i4 j 忙了

令 Mi EH S t.milh ⼩

则 ⼼的权集为 i Èsiuil 其中 Eitl 且 Tilt 了

⼼的权集为 i Èsiuil 其中 Eitl 且 Titi
i 馏 时 ÌÈ mi为计的最⾼权 ÌIĚM洲 为 最⾼权
当时 ÌÈ mi为 0的最⾼权 ÌIĚM汌 为ㄩ最⾼权

浮上 ⽐较作数知 偶 ⼆ Llwu U Lunn 0

L奇 Um 0 Ling 01

Cpt13.7 限制映射



p
1 全 V 为 G⾃然表示的空间
①注意到 win NV中的最⾼权
LLW li NV ⽽ dimhwiy dimNV dimiv in

⽼兄 NV 到 ⼼ V 的茜同志 让其 Ker恰为所求
⑦ 亽 以 ˇ C 以 ⼼ 正了 为内积阵

RQNv iv
ui nu in 忌 -⼼ cur us u 灬 úiinúinui

则 0 良⽴义 且作成模同志

③ 注意到 Wi不为 ⼼ V的权
⼈ Uwi E Ker0
⽐较作数 只须证 0 为满射 此处 咯去

Note 以 wi 为最⾼权 Lwi 为商模
由 Uwi 4 U Llwii l ci 为 U的直和次

2 取 V为 C ⾃然表示 则
① Ccw V

② 亽 0 N r i 2 V 为上边之义
则 L Wi KerQ 122

Cpt13.8 Exceptional在代数 的基本模
⼈ 利⽤公式

dimLl⼊⻔ ⼆ 菇⼗ dx 其中 以⼆ nii ⼆点kixǐ
Éki

得 E G族 的基本模作数 参看书本1
2 瓦基本模



瓦 视为 E ⼦代数 E 不在瓦上的正根有27个

这些 正 根 对应 发 张成空间 v作成 瓦 -模
Nola列举根系 并 检验这算
① V的最⾼权为 p ⼀pg we 即 Ling V

if M为 V最⾼权 U⼊为 V权 有 At 为若⼲正根和
⽩ hEHS t xlhkl lt x GO

则M为 V最⾼权 N h 2⼊⼭ lt⼊为 V权

由此得到 in 的
⼀个 必要性刻画

借此从 U的 27个权中找到最⾼权 - pipe
由 C⼩为 s Sij 确定其拾为 w

⽐较作数 得 Lcu V
② Lcusi U
由 t End v End it

f is tf
以 ⼼
grs gof

tlEf MY tlfficgttfz fi g
gofzof gofofz

Etf Tfjgj ftfptflyttfo tf icgj
gfif g fiof

知 ⼀七作成李代数同志
- t 使 V上 L模 转移 到 ⽐上

Note 若少去负号 Tf fry gofif goff
tf tfhgjzgofof gof fi ⼆者不⽢

此外 it 作成 L模 ⼈在 V上 权为 h在⼼上权为 in

sf h vzplhlv hgl 2 glhnsi ulhi gcvi to

hg mung



g m g
即 V上最低权作成 ⽐上最⾼权
同辽公法知 ⽐最⾼权为ps p ws

int ⼆ Lms
③ 由外代数性质 检查根系知 Low N
类似 地 L 以 N u NU

Lcm 忙沙
此外 L W L

⽐ it Mr N v约上 as yet 0
3 4 5 7 g

3 E 基本模
① E 作为瓦⼦模 其中不落在 Eg上的 正 根有574
这些 正 根 对应 发 张成空间 v作成 E ⼀模
且 V LlWz LLO

Note 同瓦⽅法 找 highestweight
②全 让 Llwu N r 中 以 以为最⾼权

Mr 以 Lnn 为直和项
⽐较作数 知 N V ⼆ Uns 2 L⼼
同 样地 113v 以 W4为最⾼权
观察权集 得NV uwui Lcwz
类似地 114U Until Lms DL107

③ 考察 E 的伴随 模 其最⾼权为 We
⽐较作数得 L l cm
注意到 以为 NL最⾼权
⽐较作数得 亿 Lew 122⼼

Nice En中 Lcw 被 跳 过了



最后考虑 Et Eg作为伴随 模作成 Lewd
真系情形 这⾥不 好 讨论

4 F4基本模
①先将在 视为 瓦⼦代数
对 E6 3 -8 _ 8

106

亽 6 38 47 5116 诱导 瓦上图同构

同时 6 州 Xan Glen e以 Xi EO

瓦 根与 I 在 6作⽤下 分为 48个轨道
其中 014 1元 轨 24个 2天轨

合

则其作成本的标准⽣成⽆
② 亽 V为 E 基本模 Ling 则 U作成在模

⼉以 W4为最⾼权 ⽐较作数得
V Lcwei 扎 ⼼ 为下4模分解

③ F4本身作成 F4 -模 以 w 为最⾼权 即 Luni L
最后 M cm Lcmiaccw I

N L Wu L WDDLLW37

5 GL模
① 将 h 视为 D42代数
以
174 1o_o 了

令 6⼆ 134 21 则 6诱导174上图同构
6 eil eay GR以⼆ 么 Xi EO

4 在 6 下分成 12个轨道 6个 1元轨 643⽆轨
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则其作成 a 标作基
②⼀ 合 V为 174的⾃然表示空间 则 V作成 G模

V以 wz为最⾼权 ⽐较作数得
V Lcms a L⼼为G模分解

③ h 上伴随模 作成 Lcw
约上 除 E 中的 Lun 瓦中的 UWii is 1

⼀

例外族基本模均 做了 构造


