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Gt 1Lie代数与基本性质
1 L为向量空间 LXL L

cxnn IXgg
落⾜三公理 ⾃反 双线 Jacobiㄠ

2 H K为L⼦空间 则 EHKFEKH了 未必为 2代数
3 A 为12代数 即向量空间 赋上乘法满是双线性-

T
域 则 A上可⾃然主义 Lie代数 IN IabFab ba

4 ⼦代数与理想
①⼦代数H为 L⼦空间 且EHHI EH
②理想 2为 L 孡间且过 4 E 2 记 24 L

注 2红红 故天左右之分此外理想必为⼦代数
ui

③ 性质 H Kd L 则 Hnkd L
Ht K4 L IHtk LKIHLITIKDEHtk

it k为⼈⼦代数则 Hnk为仔代数 Htk未必
31
HAL kㄌ ⼦代数则Htk为L 2代数他伙 Htkkkk 1-1

5 商与同志
①若 2 dL 对域的⾼空间 HI 主义ㄈ 2叶27 - 7 -1⼯作或⾼⽐代数
让 itxti gg M i ⼆良定义 三性质继承于L
②则 称 0为lie同志若0⼉ L 为线性映射 s tt 川 此 on2 -

模同志当0为双射时 即称 0为同构
③基本全理 对同志 0 i ⼼红

有 041为红⼦代数 Ker04 L 且 Lilkeoo ⼼
证 0厸 此 1720 ⼭以 E 0⼼ 故⼦代数
0 L Keno 0以 0 0 故 Ken04 L



记2 Ker0 考虑在 ㄙ l I 0么 在M2 0⽐1
由线性映射知良⽴义 且双射
⽽⽆HI it I 不IxgHII QCtnl IQM.am ⽔灶 不必217

相关定理 I 4 L.tl 为⼈⼦代数则
24 It H In H4H 且 2⺾红 ⼆ HI In

HUGEItHJEII.LI I CIM HIE IM ⼆ 242 tH.IM 421
考虑不 ht I ⼼ ht江州 由线性空间结构 双射良之义
再由⼤近12hutI ⼤lth.lu tI IhhJtInH EhthHht2nH

不lh.nl不以⼗217得同志
基本⽴义 Lie ⼆代托主问⼗运算 三公理

⼩结 512代数 A ⾃然之义⼰们
⼦代数与理想 EH HI EH 吇代数

2⻔ L 22⽐想
I 14L 2 J It 4 L
Hik⼦代数 HAK ItH⼦代数点

⼆⽉态
I 4L ⽐坎 以127 tnnz
0同志 0 x 77 ⽐⼭ 0叮
基本定理

⽯⼼为⼦张数 Keno为理想盲古 ⾼ Likera旦 In⼼
2111112⽇ HIM 2

at 1.2 表示与模
⼈Much 关于矩阵乘法为12代数其上⾃然诱导了he代数 Imu们
记gln421 Mn屷为⼀般线性代数 则dimgh以1 n

2 同去p称为已在 k的的 n次表示 若 p lsqln421
pti 称为⻋价表示 若⽇可逆阵 T.st.v xcL.pe灬 T p⼼下

了 在 L才莫 ⼆云运算以 v VS.to 以 犯 对 x 0 线性
还 ˋ X0 2 ⽐幻⼄ xmvl.gl⼼

注 条件 ni.es L gl.cn为线性同态



g
条件121 p诱导 L gll li lie同志

4 诱导表示
若 V 以 le ⼀ en了为基 UX EL xej⼆号 ajei

亽 f L Mn ⼼ 则 p为 L的 n次表示

x a j
⼆ Xe ⼀ Xen ⼆年 aiei ⼀ Fainen浪 xcei eu

keen䘗 ⼼⼤憉
e ⼀ en Ax A - Gijhxn

即 pun实际上是 x诱导线性变换对应的矩阵
证 记 X e ⼀ enl IM7ㄨ X17a y l y

x也创 - 7中仪
xAxAy xAnAx

⼆ XLAxATAnAx
XTAXAD

i pcIMJFEAxAyjztpm pl们 即p为n次表示
由基和矩阵知 取不同基诱导的 表示⻋价

注 与环 模类似 给上M的左卫模 建⽴ 和 Endin的公同志
也 给出 V的在 L模也建⽴ ⼼ EndV的 Lie同志 即伐性 堢
证 ⼆ 上也已经出
世 4 L EndV 令 Xo 4⼼⼼

由中的线性性及线性变换性质 以成⽴

由 lie同理 也叮v 4⽐川⼼ xAnJw 满⾜以

5 例 L⾃身可视作在 L模 称为L的伴队辔 adjointmodule
让 If L L 也以⼀⽐叮 双线⽐ V

⽇达7 2 XG的了⼗ EYED 灴到7 - ⻄⽐27 满⾜ww



注 此时 将诱导表示p 2 EndL 未必嵌⼊

此外 V x EL 全义运算 adx LOL

yrs I𠯻
容易 验证 aden adxadg adyadx

tpadiL Endl x ad NL 的表示
6 ⼦模与分解嚺州 ⼦空间
V为L模 UEV HEL 记 HU为 1hulhcH ua01 张成的空间

若 LU EU 则 0作成 L模 并称为 V的⼦模
以
no v平凡⼦模

131 V只有平凡⼦模 ⼆ 称 U不可的 irreducible l

v可分解为不可的⼩模直和 ⼆ 称 v光⽑习的
⼼ V不能分解为⾮平凡⼦模的直和 称 U不可分

论 13 ⼆ 24 ⼼ 反z不然
不 右模了类似之义讨论 Tx 双线性 吃 txukznx in y
说 同样地 可以引⼊反代数讨论 㳌运算与 L相反侧了⼆⻔⻔
0即相当于做了转置仍为 lie代数 A 对相当于Mnl⼼仙⼭啊

pglnlk 仙 们 dim n 搬线代
表示与模 L在12上n次表示 菘𨨖是

使 L ghh
pl ⼆TNT ⽐EL左模与表结扎模 双线独 然

保同志tnpv⽓秀导表示 x pal⼆⽇x 线性代数1

_ ⼦模㮺㸑⾃身𣠺 伴随模
⼦模分解 不可你完全可的 不可分

右模 反代数 ⼼即类⽐转置
-



Gus 交换幂零 可解
⼈记号⼩性质

① 亽 l L L U LJ tn 21 则 Ud L L E L

lemma I 了4 L ⼆ 过打4 L It J4 L

p f ⻄⻔ LJEIIEJLJJtEJEILDEIIJJTEJIJ EIJJ
pf LA L 2 L LJSL

li 4L ⼼ I L 4 L
note ㄥ L12 2 2 构成理想全连

② 记 ⼼ L li ⼼ ⼼ nzo 则 U d L lt E L

mte ⼼⼆ ⼼⼆ 构成理想链
③ 性质以 ⼼ ⻔ Elin Um n z I

以 ⼼⼆⼼ Unz

所以 对m归纳 m 1 成⽴

cm成⽴时 ⼖⼼ ⻔ 泄⼼LJUJECTLUJJttLI⼼⻔7
⽇纳

⼆⼥吃吵 4 cmtng
ELmtn

ni li ll07 Eli ⼼ ⼼ ⼼ Ell LY E L
2 可解交换幂⻥
① L交换 LEO ltx yEL tl yJz0
mte L交换 则 L 化 控间为⼦理想
① L幂⻥ I nzi io

note L幂零 ⼆ 任 ⼦代数⼦⾼代数界⾯

③ L可解 In o_o ⼼ 0

note L可解 ⼆ 任⼀⼦代数⼦⾼代数了解
role2 交换 1㡍⻥ 幂重 ⼆ 可解



3 I d L 2.42 万解 ⼆ 可解
pf HI 了解 3 n 4121 0 ME I

I 可解 am I 㖄 0 L 叫 E 2灬 L可解
mtei.CL IM U42 I

4Mn
ItIYI.nvte2iLlI幂圣 In LEO I幂⻥ n I m 0

4是 L叶川 ⼼⼼ ⽽ Utm t Ulm
理 类似结论对界⾥不成⽴

u
5 diml.co 2 RSL R相⼤可解

121
U212 44 R 若 IIR 了解则 欢⼆0

u
p f 只须让 I 了可解 It了可解

i 217 2 ⽇ T.AM ⼆ 这⼗了 12 is soluble

It is soluble
21
2124次 可解 2 issoluble

It R R I ER
212⼆ ō

meet 可解⼗万解 可解 极⼤存在⽐
此时 称不为 L的可解根

6 单与半单

L的可解根为0 即 以有雪可解理想 称 L为半单he代数
mte 任 lie 代数 可通过商可解根得到半单 he代数
叫 L 只有平凡理想 ⼆ 称 L为单 he代数
7 dim L 1 ⽐ qc L.ly tyxJ o

ㄥ为Abelian 且为单代数
此时 称 L 为 瓶单 Lie代数



1
mtei任意2个 F上 ⼀作 he代数同构

8 L单且⾮平凡 ⼆ L为半单代数

让 若 L⾮半单 20 R为 L理想
ER 即 L是可解的
Into ⼼ o 于是 ⼼中L
⼼动 真⼦理想 ⼈⼼⼆ 0

L 为Abelian i L 任⼦空间为理想
dim L 1 即 L为平凡单代数
4以4 ⼼4 LAME ⼼ L

is
记号 ⼼汇⼼ ⼼⼓ ⼼4 L且⼼⽣ 灬 ⼼⽐

性质 ⼼ 7 sin ㄥ以 ⼼
可解幂重⼈了三类代数 Abelian Eo 任意拦句4

nilpotent In ⼼ 0 ⼦⾼幂真Yohble ⼼ o 可解 ⼦⾼可解i ⺕⼋章
与半单

习林⼤可解 R st HR半单
⾮平凡的单 半单-

E 4

p
基本全义 ⼦结构⾼结构 脑

Gtl基础内容 表示与模
分解性质⼀早

去了解交换
⼀ 单与半单

①
补 he 上 EHKFKK nl 乘法交换 理想⽆左右之分
②
Jacobi么 可⽤伴随作⽤理解 即

⻄列到⼆adylZk xady adyadx 到
⼆ ⽐巧到7 - y班⻔ 在反序处变号

⼼
半单 单帮


