







































































































Cpt4 Cartan分解

印七4.1 ⼀些根空间 性质
1 H为 L cartan⼦代数 ⼆ 有分解 L H 2霜 hi
其中 ⼼ XELlddh xchl in 0了 ⼈为H的⼀作表示

称其为⼈的 Cartan分解 并记 ⼼为⼈的 根空间
z 基本性质
① 以 f 为计

⼀作表示 有 么 LMELxtn
me 结论对任意幂⾯⼦代数成⽴

② Ex PEI 有 th LpJE ly 若xtpEI
ILx LA EH 若ㄨ p
Ex Lp7 0 若 at 丰咀 xtpctI

3 lt a EI 考虑 Ex La7 EH
对UpEd I rcx PE 2 st frxlu nl ⼆ 政作为整体存在

if 考虑 ixtpiH c

PE I 且侧⼼ p co S t ixtpEI pEieq
ixtpdd im 或到

令 Mi Limp 为 L 2模
对 ltyELx EE L x adylME M adzCM EZ
M 为 ady adz 不变2空间
对 x y到 EH M亦为 adx 不变了空间

trmadx tnladyadz adzadylico
⼜ XEH ⼆ Limp为 adx不受⼦空间

且 adx在某组基下矩阵为 做

itq q
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trmadx ⼆点
9
hi rsadx ⼆起dimLip at PM

都 idimlixpmx ⻘dimLianP⽐ 0 其中dimlip 70
- Ě i dimliP

mx7 f⽐ ⼆

Ědmlixtpip
于是 UP A在 Ux LaJ上作⽤可转为⼈在 an 以上作⽤
note nap _ 当且仅当 p 故 44 时取 0
mtez li为2模 任意2模 ix ty tl

若U E U为 ady dz 不变2主问
则 U亦为 X不变⼦空间 truadx 0

特别地 总有 trvadx ⼆01 结论对⼀般adx不变了空间不成到
思路 x G 2 构造adg dz不受控问M 从中tnnadx导出ap关系

Cpt4.2 Killing 型
⼈ Killing型
令 7 LXL c

cx yttstnladx at
则称 a 为 L 的 killing型

mte 对伴随表示ad L gll LI 古式为矩阵 lie代数
x rs adx

于是 ⽤右边矩阵的 迹内积 ⽴义 上 killing型
由于ad未必单射 killing型较内积少了性质 4 ⼆0 ⼈

2 -基本性质

① 477 莴是双线㧌 对称性 不变性

不受 th C EM E X EYED
note 由 矩阵相关性质容易导出-

不变 性中 只要保持 x it 正序 he括号位置随意










































































































② I 4 L x qz X 7⼈

那⼈的killing型限制在理想⼯上 东于 2的killing型

Pf Id L I 为 L的 孔 模 伴随模1
可从 I ⼀组基扩基得 L 亿 m dim I n dnmL

S t dk 中矩阵形如 Am⼥
On_no

由分块乘法⽴知 cx yz x PL
对 L 化⼦空间M 记 ⼼ XELlax ms Um EM了

则 ⼼为 L的 ⼦空间 并 称为 M的垂空间

③ 性质 I 4 L 224 L

pfkxEI ge L 即让 EMJE I
上

对 KEE I 有 Z ⽐幻 Z灯 y 0 7 EM EE
特别地 L24 L

3 ⾮退化与⾃重
① 𠃊

上
⼆0 XELS t ly EL有 477 0 则 X 0

x to 则丑yc L st CX pt
此时 称 L 的 kihiy型⾮退化

② U L Ux y EL x p
此时 称 L的Killing型为⾃重的 identicallyzero

4 40 且 L2 L 级 H为 L的 Cartan2代数
则 IXEHS t cx xsto CI 证明不严谨 ⼼ 未必为实数

Pf 设 L在 H下 cartan分解 为 L 热⼊ 参⻅Carter屈原证的

ㄥ2 加⼊ 尹幻 忢 幻 ⼆点hu
由 L L 可通ㄙ EL L ⼆六 Ehㄙ 出⻔⼗蝱么幻
H幂重 L红⼆ Ht L ⼆ ⼈作为H模的权集1011 to
取 PEI 由ptoaplEH tl 0 p唟 以幻 to










































































































p p p 2
⼆ 双 EI PELa Lx 中0
取 XEELx hn S t pcx to 下证 X即为所求

XEH ⼈均为adx不变孡间
cx PE trladxnadxj fchmh dk 2

2dmLp 灬 2

hole 书中证明 ⽤到前边引理 XEIGL xj hxkn im
再由 pM rp AM ⼆ rpat o am to

思路 L
2 L 死 以 L H

H HH 㱜 ⼼ 以了

⼜ pull to p 专巡⼭了 to 2 x pl tla Lx to
panto的⼒ 即为所求

拃论 L ⾃⾯ L 4 L
5 关于可解性
① L 可解 ⺕加1 ⼼ 可解 也 Inn L 可解
pf 由 4叫 ⼼圳 知 ⼼可解 L可解

由于了解 2代数了解及 L E L E L ⽴证

note 这⾥幂还没有相应性质
② EL an 21 有 4⼼寒重 L ⼼ 可解

Pf CLUM LYLn o
LIL叫 ⼆ ⼼⼉训 0

③若 L的 killing型为⾃零的 则 L可解
Pf L⾃零 ⼆ 14 L dimL2 dimL

24 L L2继承 上 killing型
⼜由⽩⻥刻画 L⽩⾯ kx gEL cx gs ⼆
知 22有名 由1⽉纳 22可解 L可解










































































































1 1
6 半单到画 L半单 C的 Killing型⾮退化

lemma L
⼈⾃⽣

pf lt x y Eli XEL YELL p
⼈⾃零

Hi 反设 L的Killing型退化即 to

于是 上4 L 且由引理 上可解
故 L有⾮⻥可解理想 因⽽ㄥ⾮半单
反设 L⾮半单 构造 otxc L st UYEL cx pe
设 R为 L的可解根 则 Rt0
由性质 I 了4 L ⼆ 红打4 L 和
R 2 R 2 2天测 0 为 L的理想链
令 I 2⽐ 则 It 且⼯之⼆0 记 nthmL medimI
考虑 L由 2扩免得到的 ⼀ 组基下
⽐ EI adx 在该基下矩阵为 Pm𡦈 220 24 LI

Kyu ady在该基下矩阵为 B
别 l Id Ll

⼲是 adx at 在基下矩阵为 10 等
x g trladxady 120

于是 L的 killing型退化

思路 退化 为⾮酌 解理想

⾮半单 对可解根R 令 I ⼆ Di I中⽆来均退化

拃论 ⾮半单为 L的killing型退化 为 20 攼4 L st IE o

pf 第⼀千廿价后已证 仅证后 ⼀个
ㄥ⾮半单取了解根R全⼯⼆尺以同上










































































































E I扩充基到 L 同上可让 VXEI yEL CM o

8 即 L半单 也 L 只有⾯可解⼦理想
只有雪交换了理想

下直和
① Li Lz为 lie 代数 ⽴义 ⼭⽥红 即 Lk t ⻔

向量空间 ⼭孔2 ⼼ ⼼ X Eli KEL 了为 L与 z的直和空间

lie括号 ⼼ 四 g 国⼆ Lay 了 ⽐则
ul

②刻画 L L 孔 2 令 E L 00 他 0713厸了 Ě同理
则 EEL Ū Eh Li LIL

y
Et EEL且 in E 0

反之若⼭ L24 L EL th 且 L Oh 0

则 L E L h
pf 以亽 0 i E ⼼同构 i Li 不为 L 2代数

X 0 rs X

Et EL Ii ㄩ E it EJ Eli ⼆⼼ 4L
in E 0易⻅

以令 0 hah L 由向量空间 0双射
x Mrs x tk

ㄙn h 0 区以 E L n h 0 ⼀

⼲是 0⼼⼼ On721 什么乐⼗到 za ly
X y了⼗Eh幻

⼆ O ⼼ ⼼ 你只

9 若⼲引理
① lt 242 In It ⾃重 继⽽ 212句解 特别地 上本身可解
note I EL In I 未必为了理想 killing型不遗传










































































































g
U Id L dim It 2dimL dim2 LI 红亦成到

ㄗf 设dim2 r 取L上⼯的扩基 e ⼀ er ⼀ en了

⻜ x he t

tknenEL.XEIcx.gs 0 UyE I
cxeiszo.lt is r

Keen
a a

⽞ eik剡⼆0

dimIzn richmL

dimI.GL半单 则 U Id L 有 L 201 I
⼈
内直和

p f 24 L I L In Id L
⼜ In I 可解 2半单 In 2
于是dimL2 dim12127 dimIt dim I

2dim It dint dim It dimL

dimlidiml.tl ㄥ I 12
⼜ In I 2 0 ⼆ I 212

Uh Oh 江4 L有 I 4

LpfL ⼆L Oh 4 h 0

⼈ 过 L I ⼭加 E过ㄙ II LD
E It Eh 红 I

I 4 L
L 半单 以 4 L 有 I 半单

Pf I 4L L I II
to JAI 有 14 L

⼈ I的可解理想 必为 L 的可解理想
⼈ ㄥ半单⼆ ⼯半单










































































































I
拃论 L的kilning型⾮退化 024 L I 的killing型⾮退化

那 I 0 E 0

⑥ L L Oh ⼆ EXEC yah 有adxadgzo cx gs o

pf 由 L Eh LD E Eh 0

⽐ EL yc lz ZEL adxadyltl ⼆0
cx ns trcadxadyi o

ch合理 ㄥ半单也 L为若⼲⾮瓶单 he代数的直和

pf 若 单 则 L不为平凡 lie代数 命题主证
若ㄥ⾮单 L上存在⾮平凡理想即⺕ I 4 Li Ito L
由⼈半单 ⼆ ⼼ I⺟⼯上

由于dimI dimI dim L 归纳之证

i 设 L L 孙 ⺟Lr 其中 Li为单 he代数

Li单 u的killing型⾮退他

KOFX X t tl rEL XiELi 不妨设⼒ to

i Ll⾮退化 2y EL S tt go to

⼜ 凶 9 0 tin

cx ys x t txr gs X y to

⼈ ㄥ⾮退化 继⽽ L为半单 he代数

拃论 ⼼ 细 红 则 ⼈半单也 h cz均半单
⼀

note 书上 L半单 14 L半单 从矩阵⻆度理解
先做 I 扩基 st lt xc 2 dx AN

E 途下
xto zy y tk EL st trcadx adyito

trladx ady lt o x yp to I⾮退化
A me killing型 把 转⼊ad⼼上的矩阵讨论










































































































g 1
因⽽证明中技巧多是矩阵技巧

-

Cpt 4.3 半单 he代数的 cartan分解

0 关于H模 L模
① ㄥ作为ㄥ模 其 ⽐ ⼦模世⼦理想
② 特别地 L幂专时 L有关于 模的权分解 但此时 ⼼

③ H为 L的幂重⼦代数 L作为 H模时 其 H⼦模秘为ㄥ理想
实际上 仙了中 仅的 必为L⼦模

⼊to时 ㄙ为 L 2模 厶交换 214 I
为⼼理想 4 tn 0 UMto

也 ⼊⼗ 4 I UM4 I
④ HN 的幂的代数 则 HAL H在ㄥ上幂雲
此时 L关于H的权空间分解为 EL

特别地 H为 L的 Cartan⼦代数时 HAL Hal ㄥ幂专
1- H为 L幂重⼦代数 ⼈有关于叶权空间分解 ㄥ 以

刚⼊tinto ln hu 0

pf ch Lp 0 ⽐ Eliyahu X y 0 即trcadx dyko
注意到 adxady lv E Lmao ⽽Lyntonㄩ 0

取各 基并得上⼀组基
则 adxiady在经基下矩阵的对⻆分块为⾄矩阵
于是 trcadxadyFO tl

note 这⾥没⽤到半单 以及 cartan⼦代数
note2 killing型 即 cx us的讨论中常⽤基塔下矩阵的构造技巧求运
此夕⼘ x EL2 K24 L 在ladD 0

②加 Eyzj KEL为adyadz不变孡问⼆ adXCHEK且垃ad ⼆0










































































































y y
notes II 了 0 adx ady ady mx 反之不然

2 H为 嗥王⼦代数 ⽣为相应⾮重权集
则 L半单时 ⼊Ed El
Pf 由上 ⼀命题 di Lp ⼆ 0 UM夫⼈
若 以⼆0 则 ㄙ ⼼ o 4⼈ L 0

⽽ㄙ 05 L半单⽭盾 故 ㄙ 0 那 ⼀⼊ EI
注 定理第⼀遍过时 扣作条件为了体会这些性质在它 理哪些
地⽅中⽤到了 但总传时 仅 记住⼀般定理
例如这⾥ H⼀般只讨论 cartan⼦代数1

③ H为 嗥王⼦代数 上作 权空间分解 并取名 基并得L 坦基
则 ⽐ EH adx 在基下矩阵 为

Ǜǖif
于是 tn ladx 0 triad x dim⼼⼼⼊

tnxcadx7 - chmh tn

拃论 H幂圣 H⾃重 即 Ht 0时 H的 killing型退化

4 L半单 H为⼰的cartan⼦代数则 ⼈的killing型限制在H
上⾮退化 即 ⼩ H 0 x 0

pfi命题 1 cx la o txto
⼜ x H7 0 ⼆ X L 0

由 L半单 x o

me L的 killing型限制在 H上体现在tncadxadyi⽽⾮ triad ady
But 这⾥严格⽤到Cartan⼦代数否则⼩ H o x L 0

5- H为 L幂零⼦代数 412 H 0

pf 由命题了 HEH yEH
cx 以⼆ 机 adxadyjzfdnnlx hu lXlD


















































注意到 ⼊⼭4 0 则有 ax PL ⼆0 即 H H 0

拃论 L半单 L 上任 -cartan⼦代数⼗交换 即 H2 0

p f L的killing型在 H上那退化 ⽽ 12H H2 - 0

note ⼀般地⼊为H 作表示 t E也似
L半单下 H2 0 于是 ⼊为H 作表示 ⼊ EH

6 下边 始总假 红半单 H为 can ⼦代数

①记 HE HomLH C 则 dim HE dimH
亽 4 H H 则 4作成同构

hrshtixmc hn

pf 由 a 线性性 4线性性
注意到dimH dimH 只须 证 4单或 4落
4 h otshtzoehht hn ⼆0 ⽐ EH2 H上killing型⾮退化h 0

故 4为单射
note ⼀般地 双线性 c 诱导 V ⼼ 线性映射

当且仅当 a ⾮退化时 a 诱导同构
因此 下边 HEH义 的关系由killing型诱导

② 由于 4 H H
⼥ 为双射

h m ht
于是4乀 T H 对 IET 得到 ⽐出 EH

ht ish
Ex Ed 记 以 4 la EH



引理 Kk EL 为 L⼦空间 有 dimkzdimL

dimk.pt同前边 取 L 上 K的扩基 le er eu

Kx k.e t
tknenELXEKECx ks o

X eino Ki Er
cena een

⾼ enik剡⼆ 0

dim KIzdimLdmk.mile L半单 K4 L时 上也取⼗号

XEH 若 KREE 有⼼ ⼆0 则 x 0

pf.lt YEH Cx y trcadx.my 5 dim ⼊必⼊川 ⼆0

由 H上Killing型⾮退化 x ⼀

拃论 H Chi It Is 亦可由对偶空间⽴得 chart

pf 设 k nilac.dz
若 k.tt dimkzdimL dimk7dimL dimH

dim kitdim Hs dimL
K h H to

对XEKAH.cx.kz o Xcx 以 x 0 以 E I
x 0 ⽭盾

7 相关㧌质
以 EI ha EE La LaJ

pf Lx为 H模 取其不可的⼦模 Cea ex E La
则 U X EH adX ex an ex

Ky E Lx 断⾔ tea 了 ex y hi
UXEH.CEG.gg x C Ex ed y



⼆ x⽐1G 4

xuxkex.gs
hiex.gs 加

any hi.aex.gs
⼜ 与 Last 0 否则 Lea ㄥ o e 它
设 cex.gs to 令 exiyeb JEL.sn
则有 hi Cea ex了

拃论 对 hi ⺕ ex E La St Ex ex X⽐⼼ ⽐EH
Tea了 eamhi.lt YELx

特别地⺕ e xEL x.S.tk ex ex

Cha his to Ka E I

pf 已知 UPEI ⺕rp.xEQ.S.tp rp.xxlux.cn
反设 Chi his o 由 ha EEa La了知

tpEI.pl hi rpnxchinrp.x.ch hi 0

由命题6.40 ⽴得 hi 0台

dimLa 1 Ex Ed

pf 对 hi ⽉10得到 GELx.e xEL x.st.hn e eaj
亽 M Ca Chia La Dhx D DL.in St Lana ⼆0

由 Eea G 0 知 M为adea不变 拉间
a 以7 xlhx ex
a 77 a 以 hi kytl.sn
aL iaJEL ii nx

由

f
Ea a hi 知 Madea 不变 孡间

ex 仅7 x Chile
Ex L ixJEL.ci 1112



⼜ hi tea ex trmladbi
另⼀⽅⾯ ha EH lien了 x收7 ex Cha ha了⼆0

trmladhi x收 1⼗点dnml ia ixch y
xlhdl LI⼀点 i dimL in

⼜ XCha hi his to
点 idiml in 1 dimLa 1 dimLia to tin

hole ⽤到性质 i XEH trCadx ⼆号dim⼼⼊⼼

x yE ady dz不变2空间上 thx 0

思路构造不变了空间并利⽤ hi 的这⻋式导出性质
拃论 以 EI ME I 且 r Ez r 21

拃论2 半单 L H 2冠 Lx 其中⼼均为不可的H模
8 a chain
① kx PE I 且 xttp

zp qzo S t ixtpEI tr peic q

iatpdI si p 1 或 qtl
并称 fixtpl PE is⾏为通过p的⼈链

mte X P则全连经过 0 且 P q 1⼰⽯⻆之 讨论⽆意义

chxihpbp_qzo lt a PE I 且义⼠⼠P 则 ⼀

pf 令 M⼆点L i rs 则 M为 ex ex不变 2之间

0 trmladhi ⻘diml p li atplh i
q 2 dhLigny
ialhitcptqtnplhiliz p

e qcqn ipcp nixchiitlptqtn plhl
xtcq 2-q p4 pkilq pl tqti Ptqtl o

icq pkhi li tchp hx 7 0 移项 即证
me 由 fh rapxh pc hi rap⼈⼼亦可求得 _



Plain lux un P P t

X E I 且 caEI.c.EC 则 C ⼟1

pf 伇 p cx Ed p ⼼ Cathal
hi his c hi his

cri 2 C EZ

若 CE Z 则C ⼟1 已证

若 c 4 Z 则通过P的⼩链为 ⼀瀓 p 段Expto ptq ⼆ 故 Ed 与 x 2 训 E I⽭盾⾊
以 PEI Chi his EQ
Pf 已知器器 廷 EQ.lt xtp EI
故 只须让 chi his EQ
Y Cha hi triadha adhi

⼆品 Pcha
2

蝱cha his
2

⼈ 不近 ⼆ 品㡭器 12 E Q
a hi his EQ

Cpt4 he代数shall线性 lie 代数

glnㄍ 由 C 上所有n阶矩阵构成关于乘法作成代数
于是gln⼼关于 A137 AB 13⽇ ⾃然得到 he代数结构
亦即glncu Mn们 称为 ⼀般线性 he代数

ghcc 的⼦代数 slncc AEglncnltrA⼆ 0了
称 she 为 特殊线性 we代数

chingIn C n2 dim shut n2 1
总假定n 22 Eii tii.it i 1 n 1 作成 slncc 坦基



1 1.1 计
Eij.it j

2 Shu 为单 he代数

pf 由ghcc ShCC al In
U Id shCc I 4glnlc

故只须证gh⼼ 上含于sl.nu 的⾮君理想仅 slncc
设 0424gln⼼ 且 2 Eslncc
先让 ⺕ itjs.t.EE I
没⼼⼒⼆点XpqEpq E I 则Xpq不全为 0

若⺕ itj.se Xij to
由 Eii Epa SipEpq S.iqEpq
EE ii xJ⼆点xpq.EEii Epa

⾔XiqEiq fxpiEpiEI
EEii.ME⻔ ⼆ ⾄xiqEiqfqj FXpi.EpiSij

LExiqEiq.Sij fxpiGidpjlzs.jo
⼆ Xij Eijt Yi Gi EI

Eii Ejj.xjE.jtxjigij lxijEij xjiEjij lxjiEji xjE.it
2州Ej 2XjiEji

4xijEijEIzx.it
Eij EI

若 Viti xij 0 则 X ZxppEpp
由 XE ShCC ⼆ 三Xpp⼆02xpp不全为0

xpp不⾊相⼨

不妨设 Xiitxjj
⼜区 Eij 不 Xjj Eij EI

Eij E I



1
综合10 ⼼总五 itj.st.EE I

tqti.j.E.iq Eij.Ejq.IE I Eiql Hi了取到
Up型 q Epq Epi Eiq E2 Gql䦿⾏取到

⼜ Uptq Epp_Eqq EpqEqp EI sInCD对⻆线取到
故 I

slnccl.meE ii A 保留 A第 i ⾏
A Eii 保留 A第 i 列
Eij A 把 A第 i⾏移⾄第 i⾏

AEij 把 A第 i列移⾄第 i列
拃论 Eii Epa SipEpq
SiqEpq.kp.qEEii.XJ.EjjJxijEijtyiGi.lt ìtj

了 记 L sh cc 令 H为 L的对⻆阵

则dim Ham 且 H为 L的 Cartan⼦代数

pf 易⻅ dim Him 且 EHH 0 H为 L幂圣⼦代数
只须让 ⼼⼒ H
若 x 哥xijEijEM.tl 则 对任意 FMEnEH
有 I EMEm 吾们的 测A AU.mn A 峢

也沙州 1 EH
Mi til t.j 0 lt it j

由 EMEn任意性 ⼼ 0 加 忌州Eij 为对⻆阵
故 NlHi E H

mte.SI nCC 上 ⼏⼭ H 但 gh⼼ 上 ⼉41141
亽 17为gh⼼ 的对⻆阵同理可得⽉为ghㄍ 的 cartan⼦代数

note2 HEglnG.glna 作H模权分解 得glncck的她以
其与glnㄍ 1的 Cartan分解效果相同 但 肛 lot H



g l n
Q 注意到 slncci glnccychn 即为弘⼭⾼去可解根得到的半单我
⼀般地 L为 I 得到的半单 he代数 I 作为 TH模有什么关系

⼜2 shut 上所有 Cartan⼦代数可求
法1 Ky EMei EL 由detlt luady 到正则点作成 Rtn⾮重点了
法2 L上任 ⼆ cartan⼦代数内⾃同构

4 H为 ㄥ对⻆阵则⼈有关于 H的 Cartan分解 liHO CEij

pf li j 匲⽔后 Eij ⼩分 Eij
CE jo H模 井

拃论 L在H下Cartan分解的 根系 I ij E it Ejilitj 了
即 Eii Eji Hn 3 C

iinl xi xi

mteighcci 的Cartan分解根系均为slncci类似
5 设 X⼆平⼩Eii 7 吾MiE ii EH则 cx us 2 ntrcx yj

pfcx gs⼆ trcadx am1 ⼆点⼈少则⼼沙 H上 求迹公式
⼆ ⻘ ChiMit⼩M XiMj ⼀少Mi
⾚XiMi⼗号ǎuj 2吾⼊州
2 n吾⼩M 2 F⼩ Mjlz与Mj⼆0
2ntrcxyj

拃论 Uxij Eii Ejiad hxj iLEii GD
pf lt 如吾加⽯上EH

由 C式Eii G X7 2 ntrl去还可以x
⼩ Xj xij⽐

haj ⼆式 Eiitjjl
rule 也可由 hj CExij e x j 5 IQ ij exij 7



⼆ CE ij Ejì T.EE ij Eji
击 E i i Ejji


