







































































































Cpt5 根系与 weyl群

recall
l 对偶空间性质 下设 V为有限作线性空间 CRY

① fat f 买fceuj at
XEV x 不 eilxiei

② 么 a e en A

let at T ⼀ at AT

装 ㄠ ⼀ a etl刣⼆⽇

袋 e en sie ⼆AT

③ 对偶下 V基与 it基建⽴ ⼀⼀对应

取之 V 组基⼼了 得到同构 rivet 其中 4 4- 4
-

且取不同基下 得到4相同 因⽽ V lt 对同起来1

④ VE ㄥ f i 7 ⼆ XEVS t lt i fi凶⼆0时 有 x 0

50 对 4 U_U 令 s vxv R

y PH 4凶⼭

则 a 作成 V上内积 有以下刻画
u I基 ten st qcei et
nl K基 leih ee en let at B 其中B区之⼀

31 4七⻔⼆红 且 纩
j

einen B 正之

note 三种情况中 规范正交基分别为










































































































n i ei3 V
212 BEATA LE En le enA ⼆ i

37 13 ATA y yn e enAT ni h v
2 c 7 计算技巧

_xtrt adx⼆巡⼈
tread 吾⼼⼀dim

理 H 上的 ⼈ 计算可⽤还得到

扩基下 ID L xEL adx A学

KEL xtk adx 分别

flu ⼆ ⼼义 故 以

q
具体地 rap

点idimln.qhz_tE.ph'mLimp
2

ph c h hp s 即 ⽤对偶⾊间去求

印七5.1 正根系与单根系
0 recall i L 的 cartan分解 UH 蝱么

且有 47 H child GI
下设 hi i 作成H 组基

1 基本性质
recall 设 a 为 V上的⾮退化的 双线性型

对 V上 ⼀组基 Eihìi 全 A Ei 幻⼈⼼
则 以⼆⽟不公 不 Fyi Ei 有 X 77 x_x n A剖

仓 A chi mi7 则 A 对称正⽴

Pf 对称性 由 as 对称性主⻅

⼜ x x A Y 不寻不少⼈以 hi x.ns erladx.com










































































































X X AL 1 jzcx.usladx.ady72EJXixjEXChxp.tlhaj

E 弱 收你ㄨ 2keg

⼆ 系 不Xinhai 2

半正定 北

⼜ 系 不⽕炒炒⾄0 不不⼊ hi 0 以

⼊侵Xihai120 以

Xihai 0
241⼊Ed H

正⽴ 性

rule 直接⽤ c 灬 不⼼2⽴论

由内积相关性质 对13 ⼼ 幻han einen 么 到A
有 cei.in ⼆

Eiijcei.es
⼆ 时 必

⽞⻔
趴 到A

ATBA
伇 Chi hi 7 ㄗ卭 则 ⽐ a hxi hi.pt 为规范珓基
同时 4 H 7个 可⽤ hit 其对偶基表示

解
e㑎 收 hi chai hi ⼆A

⾦ hi 𠯻 A 以 ⼈ hi hi AT

即 eChai hi hi hailAT
the Eri hi 有 ⼭ 以 7 M M A能




























win 叫戵
annnniii

即 Mi E mi Thai
h hi

特别地 kx hn 在基下的表示系数均为有理数
4 合HQ HR分别为 hi 在 2 ⼜上线⽐张成的包间
则其与其选取⽆关 并令 岭 Hi 为其在 性 的 像

2 全序性质
① 线性空间上的全序 全 江 HE l

v上关系之 满⾜
以传递性 ⼊cnn tv x V

有关系 ⻜⼊ M 有 KM或 ⼊⼼或 ⼊汕
13 平移性 ⼊⼼ ⼆ xtvc Mt V
4 伸缩性 Xt rER 则 rso srtc ru

no r⼊ 7 rt
② 若 no 则 称 ⼊为正 根 让 正根⽑体构成 U
同理之义负根不 r

③ 加上全序 R 上 字典序

note R ⼀组基关于字典序咋不能全序 反之没有咋⼀性
但 ⼜ 赋予内积下 加上全序可咋⼀确⽴⼀组规范正交基
me 证明⽤到锤体 none

3 根系
① 对 让 任全序 令 It In U 称为 正根集

E dn r 称为负 根集
⼗

仓 丌⼆ fxc cl I⼈不能分解为多于1个正根之和了



并 称 不 为单根多

note 反射群中 0 2吨1 02中元在 0上表示8数⾮正或⾮负了
③⼀ 性质 1 ⼭由可⽣成 且表示系数均为⾮负整数

Pf Ka GI 对⼈序归纳
若 x ET 主证

若 x 4开 ⼆ 2p jEE s t at 8
其中 8 f ca 归纳之证

性质 2 以中PET 有 cx PE

If ⼩ p I 否则 x p tl
⼗或 rxagt

x app 或 pays tx ⽭盾
于是通过p的⼈链 为 p ptx ⼀ ptqx

a p hi hi i hi his ⼆ Chi hi so

note 取⻋ if 484 I
性质了 不为 做 的⼀组基
pf HE I c 45 㔿 ⽣成 托⼀

设下 xi础 反设仪 线性相关

五指扛集 I IE 1 l了 I 了不全为空 且 IN 4
S t fi磊 Mi ⼆忌 kjxj Mi kjso ie I j E I
cp p 品MiXi 忌分为

⾼Miki Lai xjs ⾅
⼜ pto 与正定性⽭盾

拃论 txt I ⼈为丌⾮负线性组合或⾮正线性组合
note ⼤性质的导出过程及⽅式与反射群有所差异



Cpt 5.2 wely群
⼈ recall 7诱导H与 T 关系 导出王之性

定义了 K Hi 上⾊序以⼩ 正根系单根系
导出 开的性质 基性质

⾮负整表示过
夹⻆ 2 E

z wdg群
① 以⽐ 令 反 V_V 则反作成 V上反射

x_x 2器 ⼀

是有 反⼼ a

52 X X if Cx X 0

② 乏 w 仅1 xa I 则 W称为 ueg群
meet 反射均为正交变换 w 由正交变换构成保内积

3 基本性质
o WI I
p f 由 W sale 凶 仅须 证 Sap EI tx peI

x I p s p pct
xtp g p 20器 当 𠹶

⼆ faq
其中 p qs p sp iq 你在⼩链 上因⽽在 I 上⼀井

note 此性质为反射群中 ⽣的仪式 还差 ⼼

② Man
pf I⽣成 V ⽽ W由 V上反射⽣成

w在⽣上作⽤忠实
⼜ 1出 c ⼆ IN co



note 由此 ⽴得 W为有限反射群后也均可延⽤反射群结论
431⽤反射群中结论

①基础性质
u xc TI ptxEE ss pe It 即 反世⼀仅3 红所
以任⼆ 正根⼿共轭 即 咄 It I WEW st wliti
mte EE WE仍可作为正根多

只须将字典序 eh 改为 Wei了

拃论 w IF It W不 ⼆下2

137 W㔿 I
nde 引⼊距离函数 仁⼴ nixi hex 吾以

4 W Sal x ET 简纪 么 95.1 xET了
② 表达性质
u Uwe W we S _sr si ETIS ir 取到最⼩值
则称其为 w 的简的表达并记 WE Sisr
其中 r 称为 w 的⻓度 记 lair 称 为 length函数

以 令开⼼ wth I 2Edt waco 了为W打⼊ E的正根
令 ncwl 1丌⼼ 1 并 称 n_n 函数

B n EL
③ 可删条件与 w

u 设 W S Sr

各个
⼆⼈ ⼈为5⼼所对应单根1
prFSrxrt
i
pi Sr is

则 nwkr Ii pico
I icj s t w si i i sr

me nm r 时 开⼼ B fr了 其中A各不相同



p i p n
叫⼲是 lminw 因⽽可⽤ n m判断表达是否可删
13 ⼆ Wo E W still not取到最⼤
且 此时 olw 2

fu U 4

Gts neg群上的 meter关 I

7hm 令 mij 201 Si分 Si Si E丌
则 WIFLTYdi.si了

note 反射群中已证


