







































































































Gt 6 Cartan阵与 Dynkin国

Cpt6.1 Cartan矩阵
研务 I 在 U Hi 上 的 响㧌质

o recall a 诱导 北上内积 让HE I
不为 V基且 at I 世 仁 ⼟1

⼈ x pt I 且 奸⼟A 则有

① 0Lap E l E i 来来 来还不
② 0㲼 p i i lxtpl

ff ie lxl pl 左或巨
声 玩 121 1M 右或事

if 0 us 0 ⼆ 个器 4以20 2不
⼼ 2 i

⼜ 2不如 2匪2 EZ 4 wiQEZ

at tp o E 4以20 4

4以20 E 0.1 2.33
0 Eli i 来来 来来还不

②分类讨论
令 a 2 t b 2 T 则 ab 4will E fo I 2133

且匪⼆百
ui h be ⼆ us 0 Q E 此时 p 0
叫 a b 1 a b 1 共1 1
13 G b 2 ⼆ a I 2 b ⼟ 或 a ⼟1 红⼟2

哭 左或上
4 a b 3 同理 ⼆县⼆万或与










































































































I

拃论 xtpET sax.pt 事 来来了
2 令 Aij 2缀器 ⼆ 2器 wsHi外 A Aij
则 A称为 Cartan矩阵 2 ⽤于 将 A 中元来均化为整数

了⼀ 性质

A ii 2 lt i

AijEGO t 2 3了 Uitj
Aj 2 或 Aji 1

Aij ⼆ 0 也

AjìpfAij 2器 以⼼ ⼼ 中

ìj A j 2

ìtj 时 xittxj sO i.xDEf Ò 来来了
Odi们 E Aij 0 Aji

121 注意到 QQ.PT 来Ézwsyp1 古 古

合1 1 左⽚ 右
于是 Oui 们⼆年 Aij 1

0 外分 f Aij 2或 1

Qcxi分 F A i j 3或true由主义 Aij p q 其中却 为过分的⼈链上下界
4 H取完后 L的 cartan矩阵在置换相似意义下咋⼀

泡 相似过渡阵为置换阵简称为置换相似

Pf 丌取不同次序 得到 A相差⼀个置换矩阵相似
I 取成根多下 则⽇ we W.ru T T
w 保内积 X w邓产⽣的 cartan阵与反湘⽉

例 ⼀阶 cartan阵 仅 12










































































































1 1 1
⼆阶 Cartan阵有 22 与 㠭㴴

三 i 逝 台
Me On p 不 È ocsgs m

于是 i
amǙ 𠵯 fi

f 6

即 M lmij 矩阵中 mij E 2.3.4.63 Hj
mtez I 与 A相互确定 W与M矩阵相互确⽴

I 咋确⽴ ng群 w

pf win I W A 均显然

A w I 仅差伸缩倍数 反射群性制
⽽由A定义 知各边的⽐例关系

Cpt6-2 gnkin 图
⼈记 nijiAij Aji snjEGO li 2 3了 itj

n ii 4
2 绘图规则 对 xi aj it

当 nij to时将⼩ 少连线 重数为nij
了 将 Dynkin图分为连通的⼏个分⽀ Fifi
依每⼀分⽀的序号得到丌的划分 不与不

依该序号不丌分解得到的Cartan阵为对⻆分块 ⼥

且 T连通 也 Cartan阵分块 仅有 ⼀个

pf ⼆ 不与不不相连 不 不7⼆0 相应Aij为 0

故 A分块化 且各分块由不⽣成










































































































⼆ Cartan阵有 2个分块 ⼆ 分块对应的图不相连
4 Dynkin图的 ⼆次型
下设 1 x ⼀ 光了

①称 2⽐ ㄨ 2⾄⽔⼀育厕Xixj为 Dynkin图的⼆次型
②例 Dynkin 图 ⼆次 型 2

o 2ㄨi
o o 2442422

o_o 2 YE 2X Xztzxi
reo 2XFZEXhn⼗⼋⼼
o_o 2XR 2 EM tn z

2

③⼆次型⼜对应的矩阵为13 2以以i 刚从
pf注意到 nij Aij Aji 4wicxiM

Y j 时 以 Hi ME ⼆ -丽 2 wsyxj
i j时 以 以 Xi 1

⼈ B 前道 2以以i 刚从 井

④ lemma K f Ex箭 9 到喻

⑤ 为正⽴ ÍǗ
⼩ ⽕ usyy䈟

pf K以 ⽕ 令 f 寻⼩箭
则⼜以 ⼀ 灿 ⼆ ⼼ 刈13𠍆

2 f f 20
取⻋当且仅当 f 0 即 x x 0 故⼜为正主⼆次型

5 我们希望 对满⾜下边 三条性质的Dynkin图分类
的 图连通










































































































B 任⼆点之间 也重数为0，1，2或3
⼼ 相应⼆ 次型 2 ⽐ ⽕ 正定

note 任⼀半单 lie代数的Dynkin图满⾜回 ⼼

Gt 63 Dynkin图分类之理

⼈Thm 以下 6族 Dynkin图满⾜条件的 113 ㄍ 1

10 A族 0 ⼀ 0 __

A Az As

B族 0 o__ ______

132 B3 134

D族 __尽
174 175 176

E诶 ____
b 1

Es G Ee
下族 as 0

F4
G族 o

G 2
mte 其中 A B D族为天限族

E F G 族 为有限族

pf 只须 让 正⽴性 即顺序的⻓⼤⼲重
对⻓度归纳
L 1 T A 可 ⼜以 2412正定










































































































1

2 T A2 ⼜以 灲 24.2- 以Xztxi
132⼆ ⼜以 左 2XF zhxxz tl
G2 ⼜以 左 2 2 - 2后加⼗加2

123 时 观察可知 在⾄少存在⼀点 h
stn 不仅与T中⼀点相连 且边的重数为1
32 R相连的点 为 队

该编号下 ⼆次型 2的矩阵为 Ii
于是 deefizdeth de tl

其中 Tu 由下去掉点ㄗc得到
应 由弘去掉点不 得到

下边具体计算各族 Dynkin图 ⼆次型矩阵的⾏列式
① A族

detA ⼆ 2 detAz ⼆了 detAEzdetAH detk 2
det AE HI

② B族
det132 2 detB 2detBz detA

detBc 2det Bu_at Bn
⼆ detBE 2

③ D族
det 174⼆ 2 at A - 1221 4
det 175⼆ 2detD4 - detB 4
det DE 2detDu detDcz
at Dc 4

④ E族










































































































o
det瓦 2⽐ 175 - d tAy 3

dt GE 2detEo detl75 2

detEg 2det G_at EG ⼆ I
⑤ F族
detf zdetB detAz tl

⑥ a缑

detG2 1

故各族Dynkin图的⾏列式⼤千重
⽽ 下的主⼦式为T去若⼲点得到的⼩图 可能不连通1

因⽽为若⼲低阶 T连⾊⼦图⾏列式的乘积 故仍⼤于重
你上 Tc ⼆次型 正之

拃论 det AE l tl
⽆限GetBL⼆ 2

det DK 4
det EE 3 detE 2 detEg⼆1

有限
det F4 1

det Gil
2.7hm 以下 7族 Dynkin图的⾏列式均为重

o Ǎ 缑 ⽩
⼀ 尽 __⼐ 的1

Ā A A4 - _a

② 5族 合⼀ 氵 _ 氵 - ⼀ -

133 134 135 - _

③ E 族 0 - 0 0 - 0 0 0 -










































































































2 G C4 7

5族
__ ___

s
ne re neD4 175 Do

Ē族 ____ ____
___

o o
b
E Ē G

tf族 o_o

F4
ǎ 族 0 ⼆

百
note 其低阶顺序⾄⼦式⼤千重 ⼆ 半正组主持征值⼀重

pf ⼼先考在 Ā 其⼆次型为

Q以⼀ 灿 2年Xi 2看Xixj
all 11 0 即其有⾂特征值 井

考虑其它⼏族 观察可知 ⼤⾄少存在⼀点 Rn
St 阶仅与某⼀点相连 且相连边重数为1或2
记该点为 R 相应排序 得
T 的 an 阵为

佳其⻔或 蕊i
⼆ dethzzdeth det.tn
或 deth zdetfu zde.tl 2

m B族 detB 2detA3 z

tA.lEtt.odet成 2detD4 2detAs 8 f 0










































































































detBi ⼆ 2deti zde.tlc Ff f
ol2JE族 detE zdetBz zdet.lt 4 4 0

at E 2 detBc 2detBu 4 4 0

131 5族 detT 2detD4 detAP f
fzodet.IE2detD5 detAD.atb 8 f 0

detE 2detDc detA detDcz1 f8 0

4 Eh笑 det.li 2detEo det.lt 6 6 0

detET 2detG de.tl6 4 4

0detETzdeeEg detEn 2 2

oC5lT族 detf zdetfy de.tl33 2 2 0

101 不误 detā ⼆ 2detcn detA.io
note 不⽣圈的图 均可⽤旧纳术得⾏列式
3 称 T 为 ⼚⼦图 若T 由⼚去掉若⼲点 或某些也降重数得到
若 I满⾜条件 的 13 cc 则 T 亦满⾜ 的 13 cc

pf 只须让 此性 设 Q ⼜ 分别为 T I 关联的⼆次型
由 正之 ⼆ ⽑⼦式吧 知 ⼚去若⼲点得到的图 此

故不妨设 I 与⼚有相同多的点 且 nij's nj
Q x X 1 2导如⼀看hixixjzzl加12 朚丽 Nil Nil

22点1州⼀斎丽1灲州
⼆⼜ 凶 I刈 20

2正之 ⼆ 取⻋当且仅当 以1 N 0 即 X ⽕ 0

⼜ 正⽴ 井

47hm I荡是 CAI 113 ⼭ 当⽇仅当 I 属于A G族
具体地 有以下命题










































































































① T不合圈
② T含三重也 T为G2
③ T舍⼆重边 属于 B族或在
④ T会分叉 T属于D或Eo GG

pf 充分性已证 已知 T不以 15 - G族中元来的 图
10- T不以为族为⼦图 ⼆ T不合圈
② 7分三重也 T不以 ǎ 句⼦图 ⼆ T为 a

③ T含⼆⻳也 ⼆重也⾄多⼀条否则合 E族⼦图
⼗不合分叉 否则含⼦族⼦图 -

若⼆重边两侧均有连边
由 T不合⻰ T为 F4
若⼆重也⽆多⼀侧有连边 ⼆ T为 B族砖

④ T合分叉 ⼆ 分叉点仅有 3个分⽀ 否则合 成 ⼦图

T只含⼀个分叉 否则会 5族⼦图
以设分叉点的 3个分⽀⻓为 Li h 且 h21221321

则 必有 13 1 否则 ⼗合 Ēó⼦图⼀

必有 12 E 2 否则 T合 Ē ⼩图
12 1时 T为 D族元来
12 2时 T为瓦 正或在否则 9号 Ē⼦图

⑤ 若 不含三重也 ⼆⻳也 钗 圈 则⼗为 A族元来
你上 T莴是 约1凶 ⼼条件 当且仅当 f 为A G族元来
note 证明过程实际上也是分类的指导过程

lemma T正之⼆⼚⼦图 -

拃论 设 T为半单 lie代数的Dynkin图 则⼗为A G族元素
pf T满是 凶 B ⼼⽴证
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Cpt6 4 Cartan阵 分类
⼈由 nij Aij.si Cartan阵 咋⼀确⽴Dynkin图

反之不然 n j 0 Aij Aji 0
1 A j Aj i 1

fiii

3 ⼆ Aj 3

分⼈ y
或 秒 y

外⼆了

即 n j 2，3时 Aj的确⽴存在 2种情况
由 Aij 2⿊ ws ai 刈 ⼆ 1Aji171Aìjl if Hi171为1
因⽽ 记 0 0 mj 2 仅⻔

xjl.IAjilslAijlijoo.nij lxillxjl.li 171的1i j

2 相应地 建⽴ Cartan矩阵与有向 Dynkin图的 ⼀⼀对应

那 no A族 0 ⼀ o_o

A Az As

B族 __ ______
132 B3 134

C族 o__ __ ___

G G ___

D族 __尽
174 175 176

E族 ____ ____ ____










































































































b b s

Es G Ee
下族 o_o

F4
G族 0

G 2
note 芓⻓根系史 Dynkin图T.mg群W 关5矩阵M 相互确定

lie代数根仕 Cartan矩阵的 有⽩Dynkin图相互确定

3 ⽊⼦咋的不可分解 cartan阵列表
note 前边已证 Dynkin图连道世 Cartan𨸶不可分解

2 1
12 1

1孔⼆ 六⼗⾦
⽓

i
I

2 1 123 tz.tl
六 红 2 0 巭⻩⾖ 1

⽇以4化州
1
2

2 1
12 1 2 12ㄙ l

G
⼀

只ǛǏA 红了 管型 Michal

2 1
12 1

叶鬣㣺哎䉧
瓦 ⼆ 台 I__ info










































































































器到 ⼩

Eif i
5

Etf

㠭⻔ ò
1 2 3 4

F4 K⾳功 ___
知边 位置邀

⻓ 短

1 2

G2 I ⼀
⻓ 短

note 第 i⾏共 12项为负⼆ 7点连接了12条边
负项为 -1 - 2 -3 分别对应 ⼀ 重也

4 下设 L半单 且有分解 UH 瓃⼼ ⼚为 关于H的 Dynkin图

① 00 I 4 L 有 In H to

pf 反设27H20 - to txt I 有 x h 蝱Me 且以不全为
设其中 M的⾮重个数取到标⼩ 下也 从中导出⽭盾
不妨设At ⼆ hpㄨ 新ME his

⼆品 fxlhp a

取ep st hfgejsEChpxzes 蝱 ftp Eaepj

fplhjlhpt看Mxxlhp Nopep










































































































f p p p p N p p p
⼜ftpplhpthp to ⼆看Mxxlhp Nopep中⾮重字数⼩于 x的
与 Unep JE I ⽭盾_

note I的证明 取 ⽜X ht EMea E I
若攻均⾯ 则h即所术
若 不细⾯同上过程可将寻⼀中⾮⻥ in数严格减少
并保持 H部分不为烈有限步后即得所求

note2 反设标⼩性 将归纳证明转为旧谬证明 常⽤数学技巧

② Ux EI Chi InH to a ex ex EI hi EI

Hi 设 hi ts es
chi IM to D 2XEInH chx X7 0

Ex ex7 xm ex chd xsexEI
xchi xsto esE I 同理 exe I

叫
ex ex EI ⼆ hi Gen E I
由 hi EI Ichi hi to Chi Is to

note章节末尾第⼀个⻋价号可能有更好情形那 iic I e ae eat Ii
-拃论 Id L HEI ⼆ I L

③ T连通 L为单 he代数
note笱记 Hi hi l xET了

陈 申 半单 ⼆ 只须证 只有平凡理想

即 约于24 L 有 I 汇
由上也拃谈 只须让 HEI
反设 H42 由⼭ OF In HtH
将 丌作如下划分 在 不 0丌2

不 x GT 1⼩ I 0

右 x ET Ichi Is to










































































































不⼲⼤ 和川 h I 0 H I 0

H InH 0 In H 0⽭盾

在中㔿 否则 hi Is to 以 t I hi E I HE I ⽭盾

⼲是⼤可分为不相交的两部分不后
且 G 与 后 正交 与 Dynkin图连道⽭盾

motel 以邦 EIS 2 sn交换 也 olsxgs 2

On p Í
hi hp7 0

上边定义 ⼆ Ha He 0 升与 后正交

mtez Dynkin图连通 Cartan阵分块化仅⼀个

也 开的⼯交划分仅 ⼀个

由于 Dynkin图与 Cartan阵均⽤㔿之义的 前也已讨论区
5 T⾮连通与相关划分
① 内积延拓
设 为 R 上内积 则可通过如下公式 将 a 延拓到 C上

令 cnxcn_sR
tbi hztbzDrscaGzstcbi bzzt i ch azs i ca bz7

则 a 满⾜ 双线姓姓
叫共轭对称性 a n 两
⼝ 正红⽑ a x 20 取⽢当且仅当 如 0

于是 作成 C 上内积
note Killing型主义中 x 7 tcadx adylztrcadych y 如

即仅有对称性⽽没有共轭性
因⽽不能直接将 a 限制在⽐上 得⽐内积

2 能否调整 kilning型之义来修缮已点
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② 前边已得 why群 w 为 1垯变换群 即 WE从内
u 由对偶之问性质 gun与纵⽵ 关于转置存在反同构

关于逐步表示为同构
考虑送步表示 即得 w 对H 的作⽤

121利⽤对偶对 亦可得到 ⼏对H作⽤

UWEW hu H H
hrs wh

其中 TWh N h

由对偶主问性质 ⼆ Wh咋确定即良之义
3 no在以上作⽤与 H到⽐同构相参
那 Htt H

ul h 为交换图 UnoEW

Htt H
t 即让 whx ⼆ hi

Ht why ⼼ Thi zhi化⼊
WHY Pzw 保北上内积
C1⺾ w⼊

T hi
hotel 由此交换图 ⼏之于 HEH可视作⻋同
⼏吨 2 由⼏交换性知 w亦保 H上内积

③- L半年 其 Dynkin国 ⼚有连通分⽀ 下 不
则 L L 办 ⽥ lr li为单he代数

且 Li的Dynkin图为下

队 设 T⼆点Ti T 4不 为正交 划分
⼆ S不与所交换 州 这⾥所视为H上




























1
亽 Vi ⼤ is was V⼆ Vi 为正交分解
令 Hi h i 1⼗⼆点Hi 为正交分解
令 Ii ⼆ W不 I 4 Ii
考虑 w YSTis 在 Hi上作⽤

Wey群性质 HiHi ⼆Hi
不上 Tj h不 2 Hjlìtj zf为hi⽣成的反射5不 在Hj上作⽤平凡
WH i ⼆ Hi
I i x 1 hi EH i了
Ii 不7 nvi EE Ii 为正交划分

令 Li由 Hit Gi Yal at出了张成
ㄥ Li 为⼦⽓问在和分解

下让 ⼼为所求直和分解
先让 hi EL 只须证医 圢 Eli ExpE Ii
若xtp 4 I 显然成⽴
若 xtpEI sxtpEI nl 由于 X PEVi Ii Win I

exp Eli
再让 4 i li 0 于是可得 Li 4 L
txEIi ptdj 且 itj 有
Ehiep7 puiep hdhns e 0 同理 teahp720
由主问性质 xtp 不落在任 Vi中

xtpctd te es o

me 空间直和⼗理想 ⼆ he代数直和
其次让 hi ⼆ Hi 蟊 做为Cartan分解
Hi交换⼆幂⻥



K Xt List x EN Hi ⼆ EX叨 EHi
2 ⽇𠮩 0 ⼆ 区HI EH

XENLH H
⼜从⼆ㄙㄟH 3 Xt Hi

最后考告⼼的Dynkin图
注意到 不 E Ii 为其正根了 不 为其多以in图⼀

拃论 半单 he代数为单 lie代数式 L的Dakin图连通

拃论 2 L半单 24 L 则 hi EI exEI exEI

mte FI 下 连道分⽀
⼤⼆ 不 正交划分
V Vi 正交分解 h 不7
ST lii 交换划分
Hi Hi 正交分解 Hi ⼆Chi 7
I 出 政划分 出⼆ Vin I
ㄥ 尹⼭ 为相应 lie代数分解


