







































































































Gt7 存在咋 ⼀ 性之理
前边已得 任⼀半单 he代数 L 上有单分解 ⼼真⼼当且仅当

L的Dynkin图为T⼆点Ti 不连通且 厶的 Dynkin图为下

现考虑其反命题 即任⼀连通 Dynkin图T 同构意义下存在咋⼀相应
的单he代数

Cpt7 I ⼀些结构常数性质
⼈令 hi 器 则 xlhxl hxhn 2

对 Seal at It 了给出 丑 edxc dthst hx te exj at
且此时 右式对 ⼩G必亦成⽴

特别地 不取全下 简记 haiohi
mteih fi hit hi
但 hxp 2器作 书hxp h tn 2器 -12器

2 xtp 时 没Nap使得 Iaep仁⼼pep并称Nap为结构常数
note 给出Nap时即隐含 at p条件

Me I 时 Nap⼆ 0 有时会把这部分值排出Nap定义
3 Prop Nap有以下性质
①Npx Nxp
pfNxpextptexepIz Cepex7 - Npxextpt
xp rEI s t at pro 则 器 噐⼆器
if 由Jacobiㄠ性质

a epentliepeintueiGFOz at
Nap EGG 了⼗Np ruex 7 tniie p es 0

Nap
2N tNp it ⼗Nra兰器 0
air

⼜ 1 -以坷 f hi hi










































































































p

器 迦 hit器器 h 0
cr.rs

由 ㄨ tp 8 E I x p线性
⽆关

系数为零

拃论 若 xp Ed 则N_n x 器后Nap
即已知 Nap N _p 此时

尚不能 蛾递拃式
4 Nap N_n计算
记 acx.pe Vap Nx iE器 p

则有

uptxc.tl cp x 0

12 pix Ed
⼆ 2器 ⼆ alxp acx atp

37 ptxd.sn I 2器 alx.pl ⾛到下别
unp XEI.pta I 1 2器 an ⼀州 ⾛到上别
pf 以由 2 两

⼝ p q⽴得
以
_xtpc I N apC P.Nx p.yN xp.x

Nx.tpcp.PHPEI Nap x 最 N_n _pNp.atNap
由Jacobiㄠ xex7epJtlEexep7e.JtlEepene.jo

ztftN xp N p.ae tNpxNxp xtp 0

2 器 tN xp Nxp.atNpaNap2 ep 0

2 器 t.Nxp Nxtp.atNpaNap2 0

7 2器 ⼆ ⼼ p N p tN pNx.pt
⼆NapN_np器p Nx p.Nx.xpcp.pl了 4 同 121










































































































若有⼈敛本 Pxtp ⼀ p qxtp 则 acap nq
pf 记 以⼗p 812 k 011 P

刚 4 k 9 时 以⼟x GI
12 q 时 htx 牡 以⼀⼩E I
k p时 812 x他 以⼗2 Ed

玘 以⼆ a㲼 以1 12 p ⼀ qt 则
ap ⼼中

之器 an am p k q

an 12 q
qto时 2 Cx Not81 8 P 2 x 逊 p ⼟印州ㄗXG ⼆ screenx a x 加

⼆ 千 䦹1 tyj.EEcnxsz
P ptl ty p q
n q

⼜ a ⼆
acx.pl 仙⼉ a y p

q 0 时 Nap 20 a a p 0 好不成⽴

P tq ㄑ了 即链⻓⾄多为4

Pf 由 he括号计算 知 丝器 Acxpic fo.tl ⼟2 ⼟了3
因⽽ P qEYO.tl ⼟2 ⼤了了

对给它ㄨ链 总可以从编点选取得到新的义链
故不妨设 p 0 ⼆ 191E 3

于是 所有可能的⼈链 共 10种
P 9 o of CO 11 1，01 0，2 117 210

难平 il l l lu l
znilo.nl

u 21 1 1211 1 13⼼










































































































x链 ⼀些叶 __ _
⼀照 __ 然 ⼀⼀

其中 psq wsixpsoc oypci
nq ocx pt
pcqeaxp si

于是 关于其中向量⻓度关系有下也结识

ul ptq 1 时 考虑 P 91 10.1

Sxp p 2器 xEI s pe xtp
Its 1 1pl

即⼜键 两端⽢⻓ 且关于的作⽤对称
⼭ ptq 2 时 考虑 9 1012

up由 -
- p q - 2 是 msnpt - 2

是⼆后 2uscap -左

即 Qcxp E pl ⼆在仅1
lxtpl⼆ ⼼

于是 X链 三也 ⽐ 为道 1 左 且关于反作⽤对称
的1 䦹红了 时 考虑 p 到⼆ 0 3

2 - p由 -
- p q - 3 器 2wslx pl 3

同⼼讨论 得⼈裢 四也⽐为 1万上1 1 右 且关于反作⽤对称

综上 X链关于反作⽤对称 ptq ⾅ 且

Ptq 0 t p 0 且 ptxctl
ptq 1 两端相⽢

管 箔 鬱器器
原

mte ptq 2 3的情况中 xp ⽐例信息确定 此时 P i 示知

ptq 1 时 尚不能确定 ㄨp⻓度不夹⻆信息










































































































p
meet 由 Cartan阵性质 Ayirq 有相似结论且较上也更弱

Go Nxp.Na

pqtoyp.N a pe l.pt i
pf 由 acap ⼼p N p j z nq

p.gsNap ⼼ p 化 qzp.pro
q 0时 Nxp Nx.is ⼆ 0

qt0时 P91 10.11 1，1 211 0，21 1 L 0，3

化 q 1 2 3 2 4 3
cap xtp
Ti 2 3 Í 1 j

NxpN_n p 1 4 9 1 4 1

均有 M.p.Nx.rs 队 2

拃论 2 tf E I 时 Nap to ExLp Lap
xp.r.SE I s.t.at ptrts 0

则
in 坄器 𦦵 ⼆ 0

pf ⽼⻁ teaepgjtuepenexjtEere.iep 0

Nap Eye Dt Npr Eyed tNnx⽐对到⼆ 0
dapE I

NapNap rest Np.rNpnxestNnxNxtr.pe 0

NapN rs.it VprN a s xtNr.xN p s.p0lxpEI

liisa t.pt 您早器 的 ⼗管管 的

Napyi 些盐 些盐 0
cap xp ftp.ptp 州 如










































































































note 上式对 xtp d⻋不成⽴

Nap与 Q at I 选取有关
以上性质基于 EG ex h ⼆ 嶽 导出

Gt 72 咋⼀⽐之 理
O recall
① L半单 L有单理想分解 L Li

L的Dynkin图为 F 4不不为⼼对应Dynkin图且连通
七 L单 L的有的Dunkin国 在上章标准列表中
本章将得到其道命题 本节考虑其咋 把

⼈ lie代数的根系中由 Cartan矩阵 A咋确定

pf I ⼆ WT I 由 w 不确定
设不⼆ a i了 k Si EST Si峢 ⼆少⼀ Aj Xi

Si 由丌 A确定
⼜ W 么 W由 丌 A确定

I 由㔿 ⽉确定
即 KOEI 借由⽇ p可由丌线性表示 多数被⽇确定

txc TI PE I
⼆丛 被A确⽴ -
a ⼼

⼜ ka E丌 有⼀⼆品 器 2

IN 被 A确定
另⼀⽅⾯ Aij 器 ws Lxi xji xi si夹⻆被A确定
于是丌被 A 确定

note ⽤A构造 中 的⽅法

①由 Sicajkxj A jo i 中⽤丌 线托表示










































































































J
② Aij 众器 taET PE I 器 可求出

③ 求 ⼆品 器12 以 ⼼ 仅1万术
④ 由 A j 噐 以冰 N Kai NET 0⼈们可术
⑤ I 由开线性表示 多数已知 因⽽ I ⻓度及夹⻆可求

2 02由其⻓度 2夹⻆确定
⼜2 t 连通下 I 知 也 不 OFÉ的也⽐ ⼑术出所有也

拃论 cartan阵确⽴⽣的空间性质 继⽽确⽴了 吖上内积匡算
2 结构常数 tartan 阵 he代数

① recall lxed7给之下 五 hlxdh
s t hn ex ex F毙⼼

这⼀情形下 ltxpc IS t tl PEI 令 Nap⼆ ⼼上
并称Nap为结构常数

eat

note ⽅便起⻅ 给出Nap即默认 x p xtpc cl
尽管有些结论对 xpEI atpEd 亦成之 此时Nopast

② Cartan阵 A与结构常数 NapI咋确⽴ lie代数

Pf A确⽴丌 I 得到 L的⼀组基 ⼭ lxcTIUfedxccl了
⼜ Eh hp 0 x PE丌
政 ep7 - pch iep 2是器 ep XETI pe I
Ee ex hx ae I

其中 hxichx hn 冷器 raid 确近
72 具体的

tea ep7YNapexts
atPEI

o xtp402
于是 L 上运算 被 A咋⼀确⽴
故ㄥ的结构在同构意义下咋

note 只须让 ⼼⻔被⾃由选取










































































































1
3 结构常数 N ⾃由性及钱 t
④ recall 上节

Nap ˋN__p -印州2

Nap Npa
Nap x ⼆ ⼆ NapafMp
NapNgs NprUS NraNpt

atTEp r p plc
o xtp rtS o

O xpEd ocxcp 称根对 cx pl为special
Lap为special且 vspian SI St p 8 ts有 xi

称⼼ p 为 extraspecial
role Nap隐合 Cap或 pix special

此时简称的is special or extraspecial
② EXE UH 2 xiETIS t x x GE

Pfi 反设 Ki x_x i dt
由单根性质 x xictI fi
由 义上 ⼩包连 X xitx ⼀ qxitx

ax

txi my q E
cx xi co

⼜ ㄨ 吾ni Xi Ed n i 20

a 义 不 nicxi DE 它

拃论 ⼈可分解为两个正根和 x E叭丌
拃论 2 I 上extraspaid根对共 必1 - Ml
pf p 为 extraspecial xp rc IT

反之 UP EEK I l extraspecial根对481
③ Nap了可由extraspecial的部分确定 通过内积1










































































































p p p

f 先证 Nap了可由special的部分确定

Uxtp 8 EI 其可产⽣以下 ⼏种可能根对
以p cpH LVN cp xl LVp ⼈1
以 p up -8 -8州 ⼼⼀ trip c x tl
由于 xtptrc cl 其中两正⼀负 or 两负 正

上边12种可能中有且仅有⼀个根对为Special
由N_n 世上 第⼆⾏根对的结构常数了由第⼀⾏得到Nxp
由Nap Np is 昔⾏右边三个可由左边得到

由 Nri Nap x 上 Nap Nnx由Nap得到 Npr同理afMp
于是这 12个根对的结构常数场可表为Nap的⾮零倍数
因⽽其相互确定 且其中含⼀个 special根对 故Nap被确定

121再证 special部分被 extraspecial部分确定

设 lx pl为special且⾮ extraspecial 对ㄨ tp的序归纳
了 8.81 为extraspecial St xtfrtf
xtptt Htt o 且 ocr xcpes
任⼆ 根线⽐天关

Nai Mi Np

pit 孨器 ⼗⼏叕器 0

Nap由 N r ir Npr Nat N r x Npir确⽴
⼼ ⼀ ⼆Nrs已知
不妨设pN 对 对 p S E I 否则相关⼉为⾃⼰求得
Np-8 ⼆ Nrp Nrp r Nr fr或Npr r rtp rcxtpv
N is Nsa 或以 tx xtf xcxtpv
N rsn Nr x Nxr rhNr x r Ntrcxtpv
Np s NtppfNp sp 5 ftp xtpv










































































































p pp i p p p p p
浮上 Nap了由 extraspecial部分确⽴_

④ fNxpl cap为 extraspaid了的值可在 C 上任取

队 没 ⽣⼋万 r i了⼼ 且 ri cri 时 is
lori 2 hi pi 为 extraspecial at xitpiii
即让 fNaipi了 可任取
先将 G exlxc丌了取 好

注意到 七⼗⼆丌 U Nii 即可外的正根均可分解为 ⼆根和

V ⼆ at ftp cr zsx AE丌 即⻓ ep已选之
此时 令 er Ee ⻔即可

Eri rick 取好时
由以⼆名⼗次 名不 In 名 Pk ET UNi lick了

ex tn已取之
此时亽 e n

1
- iexn li 即可

依次下去 可咋 ⼀得到 Ni Iii St Nap3为所给值

拃论 G 取⽴下 ⼼ 了与 Gn 取法建⽴双射
4 半单 he代数 由其 cartan ⻋咋 ⼀确⽴

If 设 L H21景从 以 lhxlactl309 Glad 了为基
前也已 证 L由⼩ p了 不Cartan阵A确⽴
U extraspecial 根对 cap 令 Nap 1
则 做 p了被咋

⼀确定 因⽽ L 由 A咋确定
me Lie代数 线性空间 the 括号
①因⽽ 咋确定 lie代数也构造组基并建⽴其上还算 ⽐

该运算与 L 上运算同构
②⽽ L给出基下 其 lie括号计算 基之间运算
也前边得到 Chae了计算归结为 I内积化算










































































































a epl计算归结为中内积 a Nap之义

④另⼀⽅⾯ Cartan阵 A可导出不上⼏何性质 内积
继⽽得到中的⼏何性质 内积

⽽ Nil 您是已知下 由 extraspeed确⽴

且 extraspecial具有⾃由性

因⽽ Nap亦可视作被内积确定
meet 本节性质对半单 he 代数均成⽴
另外 任取的 p 总默认 指Nap取 C上⾮零元

Gt 7.3 单⽐代数中的⽣成元及关系

o 存在性 由 IT its 在1966年给出 过程技巧性和复杂性都
⽐较⾼ 本章给出另 ⼀种证明⽅法

zhi
l 设 不⼆fxihii lt Xi ET 令 hi hi chain
总可以选取 eiELxi fi EL xis t hiie fi
则有 L ei fi s

pfi 上 ⼀节中 G 借由 Nap了 ⽣成 let
同理有所⽣成 G
L eoztvee 7 - ea fi 了

2 计算上 hi了 fei了 f i个满⾜以下性质
ul Chihj 0

_ hi ej
2
-
必
ej 廷邈

叫 thi gl Aijej
Chaihis

吲 还 fj Aijfj
4 teifi 7 hi
151 Eeifj 0 it j
61 Eeitei eiej 0 it j










































































































on

1 - Aij个
⼝ fit fi Efifj了 7 0 it j

p f u 由 HE 0⽴⻅

叫 Ehiej glhilej⼆冷器 ej Aijej
1 Ehifj - 5们 ej Aijej
ㄥ4 由 fj ⽓义⽴⻅
⼼ ⼈ xjET xi xjcfI it j

Eeifjkexixj o it j
U 为⼀⼩ I 设为上ㄨi全连为多 Xitxj - - 纵协

eiMLxj Lqxitxjt0
ladeiTLxjiEexi Lqxitxj 0

⼜ Aij 㼂 ⼆ -9 ⽴证
n 同 6

note eh hi了 你个⽣成的 lie代数 L
于是 L上的计算可借由上也性质归结为基上运算

Cpt 24 he代数 t CA与 Eun
0 前边 已得 L 由 A 咋确定
本节利⽤⾃由代数构造两千 A⽣成的重要的 he代数

⼈⾃由代数
① 亽 F 为 Xi了在12上⽣成的⾃由代数

那下为代数 k ⼗当 _ 乘法
为序列拼接乘法

-
向量空间基为序列 xii ir了

②⾃由代数为多项式环的拃⼴ F 不 记为 ha xn 了

其中 xixjtxjx ci jl










































































































不
2 相关数据
① 亽 F为以 Sei了U hi309fi了 在C上⽣成的⾃由代数

② IF7为 相应⽣成的 he代数
③ 亽 L ei hi fi 7为 EFI上 ei fi fi了⽣成的 lie⼦代数
note F的代数⽣成元末必为 IF1的 he代数⽣成云

④ 令 了 T 分别 为 ChihjJ
Ehi ejj A jo Chihj
hi f Aijfj Chi ejj Aijej
fi

i 1欝𨰻
adeiiieji itj
cadfiicfjl it 为 G 倁Gp⽣成的 L的 he⼦理想

之义 ⼭⼩⼆ LIT I 峢 uī
隐含在其中

rude LCA即为所求 lie代数
ELA1 ⽐ 约1稍⼤ 但⼀些性质在报导中有重要作⽤

注意到 T E J 存在满的 he同态 L i un

note ECAI UA1 因⾃由商⽽具有相应运算性质不以性质
3 亽 F 为 以9所为基⽣成的⾃由代数
亽 p ECA EndFJ

fi plfij fi firm fi fi nfir
hirsplhilifi firrs LAii lfi fir
ei peil fi firs ⼀点8呫虚AiinHi 成 后

则 p为 lie 代数同态 于是 F为 ELA模
recall V 加模 ⼼ ⽐同态p ⼼远⽐了










































































































⽐⽐品有
恐合品赞

ㄗf 由 ii fir了作成 F 组基

pm 咋⼀确定了 End F中元专

即有 p X EndF K S fi hi ei了

注意到 F X 为 X⽣成的⾃由代数

p咋
⼀确定了代数同志 4 F EndF

下作下⼀代数模
4同时诱导了 IF了 End A 即 he同态

坏了限制在 L 上 得到 lie同志 4 L EndFJ
于是下诈 成 L lie代数模
⼜ t ELA1 L17 F可视为 LIT模 45 L 70

那让 ⼦上 在 lie 同态 4下对 F 为平凡作⽤
那 ul Ip hi plhj 0

叫 Tplhi pig Aijpceji
citplhilpl fi Aijpcfji
⼭ pleiiplfi phil
5 ㄈpLei p f 0 it j
⽴义易⻅ plhijplhjkpchjl plhi 不引起歧义下 P省喀

以⼀ hiejfii fr Ēfji 前Ajinl hifii fi fir
⼆ 点多in 赢的⼩匾⼼测⼀fn fiifir

ejhifii fr ejǘAiigl fi - fir
⼆ 贰焦Aiigtsjnl蝱Aiinl fii f fi










































































































⼆ hiej ejhilfii.fr È Ayifri.in𤅗的⻔ fi fii.fi
有点8j.in意Aiinlfi fi.fr

Aijpcejlmteiejfii.fr⼆点 fii fin Fejfpfinif.ir
⼆ 点 sjinfiifihi.fi n_n fir

3 hifjfi.fi r 贰⼩叶 Aijjfjfifirfjhifii.frG ĚA怗 fi fir
hifj fjhilfii.fr Ajfi fii A.jp约1

4.51 eifjfi.fr ⼆点Siin fjfiifinihiifirtfijhjfiifirfjeifii.fir fi Èfi in fii.fi hii.fr
leif j eifilfii.fr Sijhjfii fi.jp

hi

ìjoit
jmte验算 5条性质前 ⽤到以下性质

⾃由代数的 泛性质

F 加 为 纵了⽣成的⾃由结合代数 不为任⼀结合代数

Up 9炘 E p咋确⽴了 下 E 的代数同态
x i yi

2 4 F EndT 为代数同志 也 E作成下代数模

4 F EndT 为代数同志
4诱导 lie同态 4 F End打

即 代数模总会诱导相应 he 模
4 L E 为 he同态 I 4 L
则 Till I E 良主义 4k I 0










































































































4 k 1 41I
HI rsy

mteziei li 对 fnn fi 的作⽤不可如不理解
hi fi fir ⼆点 fnnfidnifiit fi ⼆⼗点Aii Hiifir
eifi f ir ⼆ 点 fin fin Gifin不 fir

其中 Eh if⻔与 Eeifinl均落在 F上 因⽽定义良性且是⾃然的

拃论 ECA 上 9hi hi 线性联
pf 只须让 pchi 在 End F上线⽐天关
由 plhi f j Aijfj
本⼩plhi 0 本⼩A j 0 t j 1 l

⼜ i cartan阵 A⾮歧义 ⼩均为重

phi 线性天关井
note 这⾥第⼀处⽤到 cartan阵性质 即⾏列式⾮⻥
2 直接⽤ E的看 体会 p作⽤

U 权空间分解
O 处理思想
令 T spanShip 为 ELA 上 4了张成的空间
由ELA 泛性质构造⼆ n𠮨 o

即 i 为 ŪA 的交换⼦代数
考虑 Elm作为 T模 的权空间分解
注意到 E的1不为有限作模 因⽽ Cpt 2 ⼀些理论不可直接⽤

美⽐ Cpt2的⽅法作下也⽴义
② Homeric中元来称为 权任⼀权m is

定义 ECAh IXGECAllthxlzplhlx lthEM
并 称 Ear 为 r 的权主问 其上元素为权 r 的 权向量










































































































r r d 系 M
ELA I ⼆王Emu 即 ELA 作为A模有权空间分解

队 先让 ECAFEEl.AM
注意到XEECAlmyc.in X97E E的知
即 Uh ET Eh⽐列 ⼆匠以797 t Exthy

⼆ ⼊⼭区7 My⽐订
⼆

dtplhltxyjkxiilT
CS.t.xilhjlzAjilbfeih.fi𠃑 hi了我 eiEECAlxillhjeiAjieilfic.ECHxiIhiEElMo

为ei.fi hi 在 he 括号下 所得仍 权向量

⼜ ELM由 Hi了Shi he括号⽣成
EM ⼆点ELAh

下让 加式为直和式
V x EELAh 且 X 吾⼈ 后 EE的⼉ 且Mtv
那 XE ELAnNEELA⼼ 下证 x 0

X EECA µ adh plhl.llxOXEExvIladh vlhl.tlx 0

Mtv Hfh EM to h 03作成T真⼦之间

HUH to
王hEHst.MN vLh k2

t.ph 与 It uh 在 切上互素

2 altl.bltlEC.tt
st.al.tl ltplh tbh Ict uh 1

aladhltadh ulhillxtbladhl.IEdlh 汕川ㄨ X










































































































ㄨ 0 井

简让 OR X tei fi hi了 E的1 印an 如了 且ㄨ均为权向量
由⼰权向量了仍为权向量 ⽐了由权向量构成

in ⼆点Tan
② X E ECAINEELAN

xsgadh ph lt Iladh 2以11⻚化 khET
t

t次因⼦ ⼀次因⼦是乘
取h si 相关联的⾏列如来 ⼆ axtbznl得到恒⼤

X被其重化项⽣成 即 如0

拃论 H模 L由 H的权的量⽣成 则 L有权空间分解

mteikxELm ge 4 有 T xyJEl tn 对⼀般⼈模成⽴
此外 an 楍4 0 有限和1

otxc 4 otyEVm tn is xty 不为权的量

2 Cpt2中的证明⾥路 与本节对⽐
有限作颗模 江⽟上 即权主问分解到所有理想可知

⽆限作⼜是否有权分解

5 权空间分解中的性质
U 令 xilhjFAji xil hn hkwliAzytoAT
⽴义仅⻔ 仅 ⼈了线性天关

⼈ ⼀ ⼈了作成 Homln ci ⼀组其
令 2 n x tn tncxcln EE 了

2 n at -⼗⼏⼈ to l ni EEt了
2 n 不 t tn at 0 1 hi EZ 3










































































































令 ELA⼗⼆点2ECAh.ECAT ⾼ Emu ⼯权空间分解直和性

ELAM it EM ELAN ana ECA
全 ⼼ e e 为ELA ⼦代数
⼼ f fo 为 E约1⼦代数

由 hi EELAlx.EELA⼗ 不EeiejIEEniy.EELAP
NEELAM 同理⼼ EE CAT
it Ttnn ⼼⽥ it ⼼

lemma X YEL.lt ⼆⽐7 K 灯分别为 X Y⽣成的 L⼦代数

则 EX.YJEK

EI.KJEkpf.EU⼆ XGX.yihtkst.IM IX7z7Ek

EX以幻 地列在7 t t y⽐幻
E K72 thKI E k

区 K E K

⽐ XZEH.S t.tk KJfk KICK
Ex对 KJEIX.tl

zkJJtTlk7X2JEcKJttkXzJEK

近14 EK
那 EHKICK 的验算可由⽣成⽆导出

lemma2 XEL.tk 功为 L 2代数 K为 ⽇主问

则 也
kJEkEsElKJEkpfixKIkJEK EMJkJ
IxUk7JtEnyJEK.A特别 地 验证 K 4 L 只须⽤ ⼈⽣成元验算

prop in 下性质成⽴
U ELA ⼆ ⼼ an a ⼼










































































































叫 ⼼ ECAN ⼼T.CAT FELA
B ELAl 的⾮专权 落在打 ⼜

⼀
上

Pfi由lemma Ehiej Aijej EN⼗⼆ T ⼼了 EM
Into it ⼼了三讲⽉7 沁 T T ⼼了 ET
it ⼼ EECA1

⽉理 Tt ⼼ E ELA
由 ēifj hi ⼼ eifjJEH

oitjkx.ycist.li ⻔ 达77 E At ⼼
有 Eeitxn any 7⼗七哒们

Et Tt⼼⼼了⼗七⼼⼼⼼了 Eūti
a ⼼了 Ent ⼼
同理由 ⼼ JET to
tei.it it ⼼ ei ⼼了⼗ten肝⼼⻔ Eōtūt ⼼

If i ⼼ 肝⼼ finitli.it ⼼了 E it At⼼
⽽显然有 Chi ⼼ n t⼼了 E ⼼⼗肝 ⼼
由lemma2 有 Fit no 4 E的1
ECAI fi.hi.li E ⼼⼗⽉⼗时
ELA it At ⼼ ⼼⽥HT⼼⼀

权主问分解直和性
21 由⼼ EECAT.EE Eli 主 让
⼼ ELA⼗权向量均在 2⼗上 LLAT权的量均在 2

笱证 注意到 ei.fi hi it ⼗⽉ t ⼼ 只须证其 的 代数
由 Elin ⼼⼗⽉ ⼼ E⼼⼗⽉⼗⼼ 导出其为⼦理想

note ⽣成元之间关系 以 代数之间关系










































































































⽐27 班了已知 ⽐712J x 巩 画到
IT

xn⽣成部分 前后x 袁后
mtez 设 K为 L 2之间 XEKS.tk E 㓛

则 KEL ktn 区KJEK
那只须拦 证 X 对K作⽤封闭

拃论 WE ⼜
⼗
有T.uyiadeiiadeii adei.ie il 惑名 17

pf.int ⼼ cadeiiadeirie.ir了
其中adeiiadeirieirEELAh.li⼆点Xin
V X ET Ah 有 x 总⽐孙 有限和不⾏的的讨论

取X 在ddeiiadeirie.ir了下的任⼀表示

x在 fadeiiadeii.adei.in 惑名 M外的部分狸中
note 由 fxi了线性天关⼆ M⼆是以⼈表示咋⼀

Sen ein 不记顺序下咋⼀

dimELAki dimELALai 1

pfi 由 pei 中 ⼆

eitoxeiEdimELAlxi chmECAI.in
由上也拃论 ElAki ei heilhEC3
ECAhi同理

rwteipeilfii.fi⼆ 点 fifimteifinI.fr
由pceiififi hifiz Ai.fi o pcei to eito

那这电 peito ⽤到条件Aij 对⻆线⾮全
拃论 dimELAkiy.SI 取⻋当且仅当
eeigjto.mteipcceiejkofceie.jpto










































































































Gt 7.5 存在性 理论

1 4⽉1的 三⻆分解
⼀些记号
仝 Xj adeicej Yij adf.iej.it j
亽 I Xij Yij了 l.CA ELAHI
令 It Xij了 为 ⼼上的了⽣成的⼦理想
I c Yij 为 ⼼上爬了⽣成的⼦理想

性质 Uitjtk 有 If Xij 區前7 0
pf Aij 0时 XijCeiejJIfnXijJGeiejJfE eiJ.ejJt Eeitfej

8 ikthiejjtsjk.teihjJ
fik.Aijej fjkA.ie j 0

Aij to 时 有 Aij Et r 1 Aijz 2

If Xjadf.ladeiiejktisadffade.io 交换

adf.cadeiiejiadeiiadfnej
sikadeiihj
fjkdde.it Eiteihrf7了
0 E

12 i时 旧纳 佂 adficadeiiej rlAijtr lidde.itej
r 1时 还⽐i97 匞 fieijejjta.iq ejj

Chief ⼆Aijejr成⽴时 对
rtiadfinCadeiTej_ddCfieijtadeiadfil de.y j

adhiladejejtadei.adfidde.irej










































































































HiAiitAPladeikj rl.Aijtrnadeiadei.li
2 rtAijtrAijtrirkadeii.li

⼆⼗州 Aijtrlade.ie
此处 r 1 Aij ⼆ fix⻔ dficndeiiejrlAijtrtladeiejeo.tl

Bu adx.ady _adan7tady.adx zeiJ
fiRhil2adeo.adei.adere

ade.adeo aderetadteoeiadez ader.ee

___

adteoeiadez ader
etade.adteoeiads
ader.tt

tade adezi
aderiadceoenetade.adeznader.de e

相关拃论
以 It I 4 ECA 且 I ⼆ I I
叫 L4⼦ E约112 ⼼a Tail Nail

⼼们 对孔⼼⼼
N为 H⺟⼼

并称该分解为 L的的 三⻆分解

pf.nl ECA lei.fi hi is
⼜ It 前3 及 If 们 It

医们我⼀时 Hit A刚们 Et
En x⻔ E It

由 上节 52031理 Eh It E It










































































































I
同理还的 17 E I It IS ECA
ㄡ I t I E I Xij 前了 545

IT I I 再由 IEE IE ⼼ I I It
叫 易证 L L ⼩⽥ Lr I⼆ I 孙 Ir 且 In 4 Lk

4 4仜归 ⺟ 以Irl
2 UA I 的权空间分解不作数
考虑 ⼼的权空间分解 对 nEHomlH cl为H的权

LCAlifxctnlladhMDFO lthtH了为 r的权空间
且有分解 l CA RLCAlr

注 由 L的1 - 1 ⼼⼼⽥ To ⼼们 ⼆ ⼼ H⺟⼼

上的 中 H为交换⼦代数 以Shi了为基
⼼ ⼼分别由 fei了 你了⽣成

pf 由上 ⼀节 Em权主问分解证明的拃论⽴证
note 即若 H模 v由H的权向量⽣成 则 V有权主问分解

这⾥H可以为⼀般 lie 模 利⽤Cadeitn展开式证明
② dnLUDai ⼆ dim 约1 - 1

if 由 t CA ELAHI L的 的权的量均为 EM的权向量
dimlmu EdimECAhltcHomCHcl

故 dimlLA xiEl
由 l CA ⼼⼼⽥ Talk ⼆ ⼼扣⽥⼼
其中 It ⼼了 由权向量⽣成 I有权空间分解
⽽Xij ELCAIaj 中 对 ⼆导⼼⼈ 其中 n7⾄少两项⾮圣 _

xi 不为 It 分解中的权

exit It exit It不为 ⼼⼏⼗中重元
exi在 ⼭⼩上⾮⻄ 且坏 ELLAhi










































































































dim𠃊的⼼ 1 同理 dimLCAI

xiil.me我们希望 将作数信息拃进到敬 权上 为此先引⼊反射

dei LCAHLLAltadfii.UA L的 均为局部幂⽯元

ladx局部幂⽯ 指 tyc L.znml.st.ca dx y o

pfadeix o.adeinl.io
由 dei 坳⼆点CriE tix cde.in
当 nznmtnn 时 Ladei 公们 0

故只须证 adei⾯化 L的 ⽣成⽆

⽃
㡭品蕊
adeiihjqadeifiqdeiihi 0
cadei fj ⼆0 jti

adei重化 创的⽣成元 故 adei局部署在 dfi同理
mteikn maxfl Aijht3 mil dei 重化 fei fi hi了
但 dimL ⼆⽇时不能保证 adei为整体幂⽯元
dei adfi局部幂重 eadei⼆点 it ědfi⼆点匪

均为 L Al上⾃同构
令 o i edei.ead.fi edei 则有
u QiCHI⼆Has全 Si H H 则 ⼼ H Si

hjrshj
Ajihipfedhjzltadeilhj hjAjie.iedtchj Ajiei ltad fitiddfilylhj g.iei

hj Ajiei Ajifi AjihitAj.fi










































































































if f
hj AjihiAjieie.dehj Ajihi Ajieikltadeijlhj Ajihi Aiieil
hj Ajihi Aiie.ieAjieit 2Ajiei
hj Ajihi

于是以 ⼭得化
hi h

me Lie代数中 Si Sxi silhlzh ch.it
h chi.hn

特别地 Silhj hj chxihphi
hj 2ahai.cihai hi
hj Ajrhi

另 Sail分 xj
2 i xi xj A.joi

但 上边 取了 hiihg 因⽽所得为Aji⽽⾮Aij
拃论 Si作成 H上⾃同构

Qi Qi之义怎么得到了 前边理论只学了 H上反射没对应到L上反射
recall Si作⽤在H上 可⾃然视为作⽤在 H上

反之 已知 Si H H Si H
stihjhhjAj.hni Mrs Sip

其中Sir st Sin⼭ M SiH
prop 对 OFetiedfiedeiEAutl.CA 有 0ilyul lhs.in

于是 dimL mi dim

LCAlsirpf.KXEUAlm.hnEH 由 ⼼⾃⽉构性
ih.lliX Q Eh刈 OilMix M以0以2
In a灯 UiQin0iXFMLQihl

0ixzoihiutusihj.lix

Smith and S 对吖作⽤议










































































































ON ELLAKim
llil LAm ELlA sim 同理 QYLCADsinElCAIn

拃论 令 W c sih s 不⼆ ⼈了 I W可

则有 dimㄥ的⼈ 1 Ux Ed
3 构造内积

⑥我们希望证明dim lmao 为此先证明 lmao
lie代数中 W si 作⽤在 Hi R ht ⼗队上

其 内积由 L上killing型限制Ha上得到 但我们现在没
有killing型 为此利⽤cartan阵来主义内积

① Cartan阵 A可作分解落定下也性质
atA DB 其中 D diagld in do 为对⻆阵 且 di E 1.2.37

B为对称矩阵
2 设A对应Dynkin图为 1
若⼗只有 ⼀重也 di 1 ki
若T有⼆重也 di

1
1 若 xi为⻓根

2 若⼈为短根
若⼗有三重边 di 若 xi为⻓根

若不为短根

Rf 对⼈ ⻅ ErEt 令⼝为单位阵 则B A本身即为对称阵
对只 G F4 Gz 13 哟 B咋⼀确定且为三对⻆的对称阵

② 之义HR上双线性型 Chi hi7 ⼆ didj Bij
则 a 作成内积 那你了的内积阵 ⼩⼼了⼆DBD 正⼯

队 由B对称性 D13D⼆DBDT对称
⼜ A DB Aij diBij snij Aij AjtdiB jdj
lbfB in

Ki 不 ⼆压压Bini ki










































































































Bj so Viti I Tnj 灰者 Bij.it j

DBD ldiBijdjkfhff.itKID
⼜ 厵 下的对称正之 ⼆ DBD对称王之

W保 顺上内积 七的1中 所⽴义

pf 由 Chihj didjBij ⼆ diAji dixilhji
chi x dixilxl.lt i

由 Silhjkhj Ajihiz.hj xil.li hi
six X ⼈⽐hi

dix.si y x_x 以 hi y xilylhis
cx.ys xicxkhiip xilyl.CI hi xilXxyKhih

e
cxip zdixim xilyl diAii.xiM xiM
CX.US

note he代数中 Aij.AT 4以⼈ 刘 ⼆ diBjdj
2 以⼼州 TdiBij在⻔

Chi hj t.lhil.TdiBj.gl hj1
i 前 前TdifdjBij

现由 chi hj didj Bj 灰 爽 在⼩⼆有
⼚灬 意

再由 di主义 以川可求⼆ Mil E 后 1事了
⼜ 次型 幻诱导 H T 1刈计算⽅式










































































































1 1
2 仅知道H上若⼲反射能否确定 H上内积
4 w有限性
⼔ 令 Hi XEHRIchiㄨ 0了 那 hi垂主问

Hi XEHRlchi.pro 了
Hi xEHR Ichi x o了

令 C ⼆ Hi n_n Hi 称为基本室 fundamental chamber

合 Wij Si sis it j 则ocsisj mij 其中 2以蓝 丽
䦹 A 1713 hi hi didjBij诱导Ha上内积

且有 si.si作成质上反射 Sihi hi Sjhjihj
设 mij ocsi.SN
由 ⼆⾯体群性质 以达两⼆wschi.liChitdiy

在 府 ⼆ 廿压TdjBj
⼆ 的㤤 厕 井

note itjinc foE.in
m.ie Ǜ 年 ǒ了
lwijl ⼆ 2mij E 12

w 由反射⽣成 且ocsi.si 可由 nij 得到
于是 Dynkin图 可⾃然化作 Coxeter图
由Dynkin图中正之性 coxeter正之性

lwku.lt
cu.mteRz Ry lemma7.26 pwp7.27 7.30

旨在证明 以中⼼ ⼀刷 先咯去 感兴趣可再看
A 反过来这⾥的⽅法亦可⽤于 做 Coxeter图的分类
5 l.CA的 cartan分解
recall WE ⼜

⼗
有T.yisphnddeiiaden adei.ieinsI惑众 M了










































































































r P 1 1 1 121 M
记 ELAINE eiP.tn he括号下所得均匀权的量
⾮专权向量 x.yst.tn 为权的量 if x y同权

H
t MEN st.pt 且MEI I 则 LCAN 0

7 f 设MEH S t.ly to 由dimLCAMEdim inn
ME 202 U 0了

反设MGD.IM o

nKxiET 由 ECAhxi spanflade.iei3 0 nzz

diml.CAnxiEdimTCAJnxi o nz2
由 WT I.dimLCAlfdmlhuzsdiml.LAnx 0 VnZ2 XEI
于是 rtnx.nzz.ae I

叫
令 么 hEH.INT了
版 hEHal x以120了 XEI

HutHa 以中 故以Mm为Hr真⼦空间

Hm中品以Mr 继⽽以4品以
I hEHR.S t.ph 0 xlh to 以⽐

由W品收 ⼆品收 ⼆ www.wh 4品版
断⾔王wEW.st.xicwlhD o.ua ET 反射群中的基本域
设 h Fnihi 令 htlhk Fni 称为⼈的⾼度
由 1Man 王 w.tt wh⾼度取到最⼤
⼜ Siah wh xilwhlhi.lt i

⼆ htlsiwhjzhtlwhl xilwhkhtwhl.lt i
⼜ xilwhto sxilwhlso.lt i

设 wt 不 mixi.ru o mi不全为0

由 lwpcwhlzptniwhltul.nl 0

wmlwhl⼆点 mixiwh










































































































M
⼜ xiwh o i.j.s.t.mn mj
wp4QTUQ
dimly diml.hnEdmnnn 0 台

简证 Lynnto ME202090了 ⼩⽤ Ey 限Er
ILAYto mtnx.nzz.aeI

HintHx.uaEd t 不为 nd
zhEHR.at h EHN能收

以 由基本域 ⺕ NEW St wh E C 那 Uxi Eh xilwh

oz.mnWh fmixilnhl M4 nl
zi.j.mn o mj wmdQUE
wr 处

其中基本域性质直接对⽐ 归纳
拃论 n L的1 H 2壵

LLAlxnidiml.LA

2ltlIlunpfElAlo rT LlAlo
HdimLlAlxl xEI 及 dimluyuio.MES0lUI
LlAl fLlAh HO1蝱 Lux

⼭由 dimH L diml.CMxzl ⽴思
ㄥ的 为半单we代数
陆 设尺为 LUN的可解根 则有理想在⻋ R R02 2 R 0

I 14 L 区⻔4 L 于是该链为理想鲢
由尺咋⼀性 L的任⼀⾃同构保及不变
⽽不以 12 0 in 由卫⽣成 故 她在⾃同构下不变
反设 ⼼ ⾮半单 即不 to 于是 n 1

亽 I R to 则有 I 2 0










































































































Id L ⼆⼯为 L模 江为什模
dimI I有权主问分解 I⼆王⽟
由 I E L ME I UM

In EH或 In ⼆LUHr.MEI
2 M2⺟磊⼭⽔ 其中五 E⽣

若 I.tl 设义 EI
recall 0 etiedfiedeiEAutlnst 0ilyul l.my
由 0i I I Uil LAx L的做 EI 即 0以 Ed

⺕ xiET.si Xi Wd E I
txic do 于是 ei.fi EI

由达州 hi to与 I 知 ⽭盾

故中 4 I EH
I中0⼆ 习 XEI hi EH s.t.ch hi7 to

⼜ IX.li xilxlei ÉChi Dei E I
e.it I ⾊

简rn L⾮半单 L有特征交换了理想
以 I权主问分解到 I⼆⽇以⽥磊⼉版 did
由 I特征性 w I 出 ei.fi E I 且TeifiHo

I 4 即 I EH
3 In Ht 0 hiEH st.chi.IM to

ei EI 包

H为 At 的 cartan⼦代数

pf H交换⼆ H幂⻥ 只须证NIH ⼆H

Kk ht IN ELI H 其中 Xx Eh 且不包为0
不妨设 xpto.pt 2 hEHst.pl hi to


















































p
txhkpchept忘⼈以1ex El H
x N训

④ L的1的 Cartan矩阵为的继⽽ ⼭⼩为单 he代数

pf ⾄此 已经得到 A H21焱⼭孙 为cartan分解
⽣为 cartan分解下根系 hit为H 组基

由 T xi了 ⼆ 1712 dinH
⼜ 出⼗⼆ 202 被丌⾮负 or⾮正线忳表示⼆ 丌为 中的 ⼀个单根系

silly hj Ajihi xi sinI
ixylhkl xjcsi hi

⼆ xjlhk A ihii
- Akj AkiAij di Aijxillhkl

tssixjixj Aijxi
LCA的 cartan阵为A

⑤ 由此 得到 he代数分类定理 即 C上 ⾮平凡单 he代数有
⽆限续 Ac 221 Bc lie CL li了 ⻅ 124
有限族 G G ES F4 G
其中任⼆个 lie代数不同构

6 关于结构常数
① 总可以选取 ⼀族 exlxc023 Stn Nap⼆⼠化 p邮上x链导出1

pf 令 ei ⼆ fi hi hi fi ei

则 ei hi fi 满⾜⼈的 4J定义中的没性质
⼆ ⺕ he同去Q LCAI l CA

s t Qceileei llcfilifi li hi
ㄡ Q

2 1 O E Ant UM
没 tCM 上 ⽐已取之 eat相应选取使 Get hx



i
此时 V x E It Eh Qex 01 oh ex 0Eh ex -从1版

做 ⼆ kex ⼩ E C

由 exto x to
令 pit 则 Open men
且有 EM a 以⼼ ex ex 1 hx

取唟⼭报 上另⼀组基 feitnea eitiexlxc lt 了
则 tei fi Nip eipzeioe si
tei e ir dei ⼀ ⽐⻔

0 ⽐ ep

Nfe知
⼜ Tei eij N i pe Nxp N n p
由 Nxp Nx rs ⼆边州

2
Nap ⼆ ⼟⽔

meet lie代数 中 H的两组特殊基 做了⽔⼼ 由killing型确⽴

但蝱么部分可任取 即有⾃由性
若保持 Nxp了性质 则 Gt 可任取 eā再由之确定

note2 ⾃同构 0建⽴了 ㄙ L x 映射
即建⽴了 let 与 G 联系
继⽽通过倜整 eat st hr哭可控制为任常数⼈

拃论 2 蕤从 上 ⼀组基 St Kap 1 即 Nap ⼼ p ⼟中划
2 ⼀般地可否使⽯式符号也确定下来
关于 Nxp OG 下 Nap了与 则可 相互确定 两边均可任取

② Kap 器 可使 kik to Ko任意
③ Ko取全下 Nap相差⼀个符号下确定
且按上边构造⽅法 ex也相差⼀个符号下确定
但考虑到 10 对每⼀确定似 p了 过有去种取法



即远不⽌书中⽅法

⼜
⼀般地 w 为 H上⾃同构 s tw I I
令 煰 器 可否也令 煰 恒为任⼀⾮⾂常数


