







































































































Gt 9 lt 结构

Gt9.1 泛包给代数
级 L 为 上 lie 代数
1 构造 u LU
① 令 70 C 1 T L TE La L

dumT dimTin
② 令 T T⼼ ⼆点T 称为 L的 张量代数
之义双线性映射 Tx T T 即拼接运算

lx gr xx y
由 T之义知 T由 TT 了 ⽣成
⼆ 拼接运算诱导 T上乘法 使 7成为仩合公结合代数

即 T T T

也 以 ⼼ 啊
mte 此时 T C ⼗为1 且公元为⼴中 1

③ 乏了为 ftp cxay yaxiltx yc l了⽣成的 ⼚⼦代数

um 们 称为 L的经包给代数
me EyJE T 刚 yax ET2 了由 T F 中元来⽣成

-

形式上 J 实现了 ⻜⼭上 的乘法交换运算
即 X列 yaxttxyj 其中 t nl ⽐ 咖 低阶
J为理想 n⼭上 任意位置可⽤上述⻋式实⾏交换

2 例 在 L 为 n作交换 Lie代数

J由 X那⼀ yaxi ⽣成

uu 上乘法交换 此时 aus 为今公交换代数
且 瓦⼭⽈ C区 ⼀ 灯










































































































3 表示性质

①由 L T T T u u

以上映射复合得 6 linus

②设 A为含上结合代数 to ⼼ CAI 为 he同志
21 4 ⺠⼼ A为代数同志 s t ec 0

Tf 设 仙了为 T L 组基
⼆ Xi Xirlxi E LY U 13为 T 组基
7 01 T A 0⼼ 1

X灬从 0⽐⻔ Q⼼
由0线性性 易⻅ O 为代数同志

且 也晶 为交换图
T

由 okay j txay y nl
0 ⽐771 - 4以014 - 017⼈⽐ 20为 he同态
0

JE KerO

过个 4㘩⻔ ⽈Tlker0⼼ O U 04
A为 u u 商模 即有4 ulus A

且

Üy
为交换图

念 p
为交换图 4为所求 存在性之证 -

L _ 7 -6
- 72⼼

⼜ T由 L U 13代数⽣成 nut 由 Guilin⽣成

咋 ⼀ 扽得让
4由 ⼼ 咋确定 _










































































































听
note 念 y 存在性

L zT_tnu i

e由厽确⽴ ⼆ 咋 批

③ 反之 A为合公结合代数 4 2⼼ A 为代数同志
21 0 L ⼯们 为 he同态 st GG 0

⾮ 咋批显然 只须 验证 02406为 we同志
on Oy - 0以041

pre代数
同去

e 6以 6M - 64 -6⽐
26仝义

4 两 ⼀ 成 1

4 ET
2 I 0 换代表元

4 6 ⽐们 01⽐列

mte 本章中 结合代数的同志均理解为保公同志
④ 拃论 A为合公结合代数 则代数同⽼ nun A

与 lie同⽼ L 内 有⼀⼀关系
亦即 At the 模 A为 nai 代数模

note 这⼀对应是⾃然的
⼀⽅⾯ L⽣成T 76⼭⽣成 nun un 上代数⽉在由 浊之

另⼀⽅⾯ 6 Ls ULU St nui确⽴了 L 上 he同志

Cpt 92 poincaré 13irhhff w tl基之 理
⼈ PBW基⾊ 理
设 L 以 Nili EI了为基 定义 I 上全序

6⽉上节定义 令 y i 6 刈

则 fyiiyili cc in了作成 a ⼼ ⼀组基 代表11

hole 上边集合与 9不 yinlieiz sn E in了抽⻋










































































































p f 10 先让 X 不 yinli.cc in了 张成 n 4

T 以 fxjixjmh 为基
uui 由 你 yjm了⽣成 只须证 不 不m被 X表示

对 macji.im 的反序数旧纳

m 011 时 yjiyjm EX
m 1时 若 j.cn Ejm 则不 yjm EX

否则 ⼆ Hem S t.jp j
⼜ yjibi yjpiyin.tt名不叨
yj 名为灬 yjmyjiyjnnyjn n mtyji.yjnttyjn.li咧弥⼼了

反序数 1 不乏⽆数减int
由旧纳法 yjiyjm EX

再让 yi ⼀弧 线托⽆关

lemma 全R CEEil it2 为⾮交换多项式构成的 C上代数
2线性映射 0 T R.se
Q Xi 不为Xin Zi Zin i E E in
Q⼼⼜ 24怞灿 ⼀灿冈在七品不叨 办四Xin ⼆0

由引理 JE KerO
0诱导同志 O nu 715 R

⼜ YO ly rig in 0 XinXin G tin 在C上线⽐天关

⼆ 不 gin了线托⽆关

mte Lemma证明较为繁琐 此处 略过

2 拃论 6 L ⽐以为单 he同态

pf 由 6灬 yi线托天关 ⼆ Ker6 0

1 ⽕上 G T n⼼
⼜ 6 ⽐ 灯 6 X⼜X_X2⼜加 z代数同志

l视为T GCXD.co以1 642 6以1
托后










































































































⼆区以 a们
2了性质

6 为 he同志
me 于是 L ⻜⼼ L可视为 ⻜⼭ ⼦空间上诱导的⽐代数

3 nu 关于乘法⽆⽆ 因⼦

ㄗf 由 PBW基之理 取 定 L基 的全序

ta b 为 孔⼭上⾮正元
有 a 专⼊欢只 yii 加 ⼭ in n rn

b EMxyi yin
你了 SAY均不包为0
考虑 a 中 阶次 ntn tn 最⼤的 项

并依字典序 ⼼ n 取最⼤的 ftp yi yin
同理 取 ⼝中的Mr yi yin
由阳w基之理 yi inyf gin to

且不被 a b系下次⽣成

ab中 yi yin 的 项系数为 two to
故 abt 即 uui 天圣因⼦

me 简化 ⼊灬油 权 x 灬 i r

2 本节 还差上近 lemma未证 视需要再补充

Cpt 9.3 ⾃由 he 代数
⼈⾃由结构
① X为不⽴元集 下必 为X上⾃由结合代数
mte FM为⾮交换多项式 以定字⼈为公元

② 全扎以为 he代数 IF⽐⻔中 ㄨ⽣成的 he⼦代数
note IF刚与Fun在集合层⾯相同










































































































代数结构上 下必以ㄨ为代数基 ⽽匡刚不是
向影间 模 结构上 Fun 坁们 均 以 X不三元列 为模基

2 ⾃由性与红性质
① M内 以 X为⾃由元的⾃由模 i X 4 M

t模 ⼉ 及 0 X N ⼆即 年4
21 4 M N su Yoi 0 X Y M

note 具体 地 4由 X线北延拓得到
② FM为以 X为⾃由元的⾃由结合代数 i X is Fun

w代数的 2 0 如 ⽇
⼆ 即 0 朵4

214 FM A si 40i 0 X 中 FM
note具体地 4 F⽐1 A

Xi ⼩ H 0咧 0Xirl

再由线性延拓 4保模 加法⼗系数1且保乘法

③ Fun 为以X为⾃由天的⾃由 he代数 i X is Fun
the 代数 La 0 x L 即 0 年4
⽇ 14 Fun L St Y i Q X FLun

ㄗf 由 X 8 L 6 GLUE ⽐4 220下以论性质
⺕ Y Flex 瓦⼭ 为代数同去

X le G 0⽐

4 ⻄⻔ u 们
⼜ 4 X G lolX E G L 且 GLUE ⻜⼭

4 FL X E Guy
2 X⽣成下

含 4 d y eoicx d y x d o can 0以

存在性得 证

⼜ 炖成 扎以 ⼆咋 ⼀姓得让










































































































note 让明中⼼间接⽤到PBW⽂理
3 FM 为⾃由代数 其作为向量空间 以 X所有排列作成坦基
Fun 为⾃由 he代数 其向量空间的基应该怎么给出
①令 ⽐7 adxii adxi ir XiEX7

FL X 由区了 在模上⽣成

if 由 we括号线托托 只须⽣成 单项式

即书写形式只包含 he括号⽽不含加号的元素
由ad性质adixyjzadxady adyam
总不妨设单项式形如 adx adxrixr
否则单项式 Y adyYa Y ⽯为单项式且兴次数 22
设 Y 前ㄚ2 Y d y h

ada幻丫2
adYiadhk adhiadY it

最后⼆式中 Y 品次数均⼩于 Y 1⽉纳 即 证

② FM上 XEX yE FM 则Exyj o y fun
pf 只须 an

旧纳法 若7次数到 显然成⽴

若y次数 71 伋 红 Fyi t C 不为单项式且次数21

0 M7 M yx x不不 ⼀吾不X

xn Fyi F 7i X z⽐较不侧⼑次数
yiyix
x zyi EE 引⽔2 F必⽆⾄周⼦
不尽不⼆平不必

旧纳 即 让

相关阅读 Hall sets Marshall Hall 1950










































































































4 扎以上 江⾊络
①已知 It代数 A

U
ㄈ的 即⽐胜 0咋⼀确⽴
i 4 代数同在 4tsuus

若 北 1 L u ⼼ 亦 使该性质成⽴

则 L Such
Yniǔ4

为交换图

hi
由咋地 454 仙
问理得 YoY ⼆hills
⼆ act ⼆ u LL

那 nut 在同构意义 咋⼀
_

② G FL ⼭ FM S t to FL凶 ㄈ们
王 Y FM A si 406⼆0

即 兜
Flat FM

pf 由下凶 泛性质 0⼈ i X A
⼆⽇ Y FM AS tl x Olx
4 IF屷 们 为 he 同去

41Fun FL⽐ A

且 41x 01x 由 FL以论性质

41Fun 0 4即为所求
⼜ 以 咋 ⼀ 确⾄ 4 Fun A 咋⼀⽐得me

拃论 ucFl 1⽇ FM
me 类似 证明⼈ ⾃由性 江性质 反之 亦有 红性质 ⾃由性










































































































Cpt 9.4 由电成元及关系定义 lie代数
⼈ 设ㄨ Xi li EI了
由 X中⽆多重法得到的元素⼆ 称为 he单项式

lie 单项式的 线性组合 ⼆ 称为 he word

2 设尺 SngljEJ了 Wj为 X 上 he word

令 L X Rl ⼆ 扎凶⼋阶其中那
⼀

为 R在扎以中的⽣成理想

并称 LexiR 为 X在关系R下⽣成的 he代数
3 R ER 为 X 上 heword集

ux R 为 x Ri商代数

4 例 第七章中定义的 uol ECti

mte 关于红包给 nut的⼀点理解
0 L ⽐4 为 Eu⼼ ⼦代数

任意 Lie代数 可视为 代数的⼦代数
② 若 L为 㘭 的 he⼦代数
令 AL为 L在 A 上⽣成的⼦代数

AL 为 uas ⾼代数
即 瓦⼭ 为 以上为 he ⼦代数 且由 L⽣成的最⼤的⼀个










































































































Gta 5 单李代数 的图同构
recall i
① L半单 L的 Cartan⼦代数计在共⻋在意义下咋⼀

② It取空 ⽣取之

不在 W共轭意义下咋⼀

ha 在 G ⾃同构⾔义下咋⼀

③ ⼈不取之 ⼆ G fi 在相差常数倍意义下咋⼀

1 图同构
①下设 L单 G为 L上⾃同构 且 s to h ha 6G G
即 6hi hai Oei eai 且 St Aij ⼆ Aaiaj

② ER 由 ul Chihj7 ⽣成

121 thi ejl A jej
BIIhi fi Aijej
4 -15 Ieifj 7 - fijhi
c61 Eeitei Ceiep D it j

-
1 - Aij个

⼝ fitfi EfifjJ in it j
X ei fi hi吖
则 LILLA L X R

由 6R R 知 6诱导 L 上⾃同构并称为L的图同构

③ 本节⽬的在研究 LCAIEfxtl LA1 6M x了 ELLA1
2 G正交托⼩轨道性质
① 6保 Aj do 保 Dynkin图

于是可从 Dynkin图 获知 G 的可能取值
仅 在A D E缑中 6可取⾮平凡变换










































































































具体地 分为这⼏类 A212 Ann 174 Dc 25 在

此时 ㄨi xǐ hi hi
② 6诱导 H上⾃同构 即 6Chi hoù 且 6为正交变换
⾃然地 6诱导 H⼥上⾃同构 且 6 刘 ⼆ Xcn

Note 若 can anpszcx us
伸缩内积后 仍 有 coin 6以31 x us

另 不⼋ z
以
⺤
l㚒

Cai xpzlxihxjl WS凶凶

cxi ⼼ Ílxi 12 Aij 悍然
对 A DE 续⽽多 ⼼ 如 ⼆Aij 故 6 为正交变换

③亽 V HE V 90 EVI an 0 了

对 6作⽤在 91 LI 上的 轨道了
全 对⼆⻰忌多 则 6 少 M 且凶 - 1⼈ V tjEJ

pfkvEV CO M 4 2 clap_ccxj
市⾼ v G g 0

拃论 ⾏为不在 V 上投影 Ej EJ
于是 U Span1个 1J为6轨道了

即 轨道上向量平均值 恰 为所有的量的投影
④ 观察 A212 Ann 174 Dc 25 瓦 上 G的可能我

轨道了反有下边 ⼏种 可能
以 1万 1 平凡作⽤
121 171 2 J i j 了 置换作⽤ 且 xitxj d
c 171⼆了 太Tj j j 了 循环置换
aj j oy j 65 j
且 为⼗多 不⼗多 xiy GE










































































































Note 此为174情形
pi pittaarms

pipe
4 171⼆2 IS ji 且 xitxj E I
Note An 的 k tn i 吣 中的 k Rtl

3 6作⽤诱导的 根系
①⼀轨

u f pz rs onin AR fB fi项

000 - 00 OU UOO vn
part fish Plan洺2 p in panty PHI㳝2

in AB pin Pin n_nB 0 0 - 0 00 can ifftpt ftp

pík ftpp pop⼼

U00 0
iĚpi ftp

② ⼆ 轨
对 6的 2条 轨道 J k

tt

⼈ 仍 作或⼆阶单根系
有且仅有右边 ⼏种可能

Note 左侧是简单机械的验证
-1 -2

右侧将⼀轨的对应单根标上
进⾏ 验证 ⼀吲






























































































③ 全 不⼆ 9917为 8轨道了
在上边给出的规范正交基下 wscxi ⼼ Aij
由此易得下边结果

约上讨论 有下边关系
UlAziz

121Azkt

B Dktl

4 174

⼼ 瓦



⽩ W d 为不得到的根系
则 ⼼ U TW 作成新的根系
④ 亽 I J为 两条 6 轨道 A 为 下 的 Cartan阵
则 Azj ⾔Aij 若 I 为 Al AㄨA或 A 你ㄨA

港Aj 若 I 为A2 仅在An中

pf trivial 从 ⼆ 轨 图可⻅
4令 WE fueWI we 6w 作⽤ V上了

则 有同构 f WI swc

grscw rs
其中 也对 为 W的 抛 物⼦群 M 的最⻓元

思路 由 o Sid ⼆ Sai 且由 Coxeter关8
知 6共轭 保 ⼼

⽽ w I为longest i w 6 W 即 Wo EWO

拃导 W c n 17遍历轨逆类
⼭
yjlv 5了

由此 得到 群同在 此 N 再征 单性即可 ⻅
5- U x EE 令 ⼈为 X在 ⼼上投影 则有
以 义为 ⼭中某⼀ 根的 正信数
⼭ 主义史 上有 价关系 a p if a 为p 的正倍数
则 由⼈ - w If I 丁通历 轨道类 we W 了

R 4⼈ - I 其中 WE WO W wlv
wqjtswy

Note 重要性质 w GE If w_w y 队
⼀屁

6 UA ⼀ CIA l
Note 主义 eg f ly check Et⽑质得同在LCAH lCAT



1了
由L 刚 单性 知 同志为单射
最后⽐较作数得双射

Note后⼏个证明 略过
⼀

图同构⼩结
下图同构
6 保⼭⼩江㧌质且可逆 6为图同构

2 限制⽚式上

① 6 在 惯 上作⽤为 6⼩⼆Xan
②6 在 惯 上 不多⼦之间 V 以为⼆求有为 为基
不 ⼆个对病 轨为原根⼿在⼼上投孙

③ 单点多有4种情形
两点 你们 有 6种情形

了 单根S与 Cartan阵
①丌 结构 由 9个 ⼈⼼确是
② Cartan阵 A Azj 由伪 从了确⽴

4 weyl群 w_w
aye SJ

5 根⼦ It 9WITH跑轨道类 ⽐听
- I

G CCN LlAl 0 导出结论
以上 A 上图有同构不变量4510 推 根 S I

上限制 Hi 上看 ⼩

单根系不 Cartan阵 A 性质 构建wql群W


