







































































































Gt 11 江⾊络 的更多性质

Cpt11.1 泛包络 与 对称 代数

recallT 为 L上 张量代数 丁为 Sxan_n txn了钱 的 T⼦理想

um TH 为 L 的泛⾊俗代数
不对称 代数
O 令 I 为 fxay yaxlxyEl IE T上张成的⼦理想

SLU ⼆万I 称为 L上对称代数
② S⼭ 有空间分解 5⼭ ⼆喸 S知 ⼆ C laLDÈS知
其中 如 L 7年 III EXTRA
记 Ki 7么 I 则 I Éoks 参⻅对称代数性质

③ S ㄩ L 可视为 SUI ⼦空间 _

mte 不引起歧义下 ⼜在商下简记
④ 级 L 以 ⼩了为基则
以
⼼ 与C切们代数同构
skcumfxii Xnl i ⼼性了为基
s u 以 fxiinx nl HE EXin tk 了为基

mte 由pbw基⾊理 ⼼ 与 nun 作为空间同构
2 设 纵了作成 L 的 ⼀组基 未必有限1
下边赋予 SLU RU⼭在 L 模 结构
① ty EL 亽 y T - 3 T

加不⽤Xin⼀点⽕⽹ XikPEyxiJO ⼜Xin

则 T作成 在 L 模

if i 易⻅了双伐性 只须 验证 Ey 到作⽤

⑨则以⽥ aXin ⼆点列2 2名 乐幻灰 办 Xin










































































































了
⼆点Xi D 可炲_ y tn⻔72 Xin
⼀点Xi 可炸⼏只印⼈们721 为Xin

⼆ 只乍以⽥⼼⼜Xin7 - ⻉尔 不不 Xin

⽢价之义 Ky EL X EE T ly x 2 gxj Et x EYE
形似 ⻔ ⽐27 匞们订 ttx GE J

2 Fipbw verma 模 中这⼀模之义相 at⽣
② 全 K 为 T的 ⼦理想 且由X⽣成 则 LXEK LKEk

pt 由 X EE k Llxxz X死⼼ t EXJDE EK 主⻅
③ I 丁为 T 的⼦L模

pfi I 为她 E zaxlx EE I了⽣成的 T 2理想
了为 XQZ zax Exzjlx EE L ⽣成 的 7 2理想
由 ylxaz ExxityxJDZ ZDUD

LXDUEJ gj DE I
不 ylxaz zxx EXZJKEYXJDZ ZDUXJ tt axD

LXDUEJ ytjxx teqzg DE了
其中 Ey EXE E 七幻了⼗逝的 灯
I J 为 T的 ⼦ L 模

拃论 仙 T I ⽐4 7 丁均作为 L 模
④ LT ET Es T2为 T 2 L模

ki Th I 为 T 2 L模
St ㄩ TTki 为 T商 L模
sun Ěsi 为 ⼈模直和分解12

3 filtered graded
① 结合代数 A上 ⼦空间序列 Ail i Ea

St

f
AoEA E 则称 A为filtered代数










































































































i
YA i A

AinAj E Aj
结合代数 A上 ⼦全问序列 Ail

iEZths.tnA ⼆点 Ai 则 称 A为 graded 代数9 AiAj E A ij
filtered alg上 可构造 graded

dgpf令 B ⼆的 B i AilAM i21
亽向量空间 13⼆ 点 Bi
主义 13上乘法 Bix BjsBitjlxitAii.xjtAMrsxixjtAitj 1

VXi4AM XitA.LI y't Ajt ⼆ Xjt AN
Xi xitu.xjixjtv.uEAi i.IE Aj 1

xi.xjl xi.xj notnitx.no E Aij 1
Xi Xj't Air Xixjt Aii 即映射良之义

此时 将 B 称为 filteredng A关联的 gradedago没 A⼆点Ai为 filtereddg.TFAEU7Ai Aj Aitj.lt i.jzl.li A ⼆ An

121 Ai Ai⼆⽇ itl.lt i 21
13 É Ai 由 A ⽣成

4 A由 A A ⽣成 ⼆州 Ao EA
归纳

pf 2 ⼆ 以 Ai Aj⼆⽇ iAMAj AnAitjt
Aitj.cnu Az由的 A ⽣戊 ⼆ Ai AE

As由 的 A⽣成 ⼆ A3 Ai Ait AiA2 A只

依次 下去
没 Bi Bi为 A⼆点Ai 关联的 graded代数










































































































g
上述命题 成⽴ 时 i Bi由 13⽣成
pf Bi Bi A你 Ai IAm A为⻔ ⼩ ⼆ AinAi ⼆只1

4 ⽆以与 Sui 关系⼩托质

① 令 uklu spanfai n gl 0Ej Ek ai El 了 i it了1个
瓨 ⼭ 作成 L⼦模 以 f Xi 州 oik is 我了为甚

且 fun⼭红8 s t nu 作成filtered alg
mte io 时 记 a ⼀ g 1

② uui 关联的 graded代数与 ⼼ 代数同构
I

Pfc 亽 B ⼆ 的 ⼼ Bkㄩ URLUMmlLI 1221
13⼆点Bi 作成代数 乘法 Bix Bj nsBitj

lxitui M xjtuj CLD XiytuijCU
L u us u ⼼ 为的量主问同构 只可在 上取代表元

xhsxthoLU

KT IE Bi T j zix cxytuuD lyxtu us

M h ⼭
2 ㄩ ō

即 不红 成 ⼜⽐⼭由 L I⽣成

B 由 13 B⽣成 于是 B作成交换代数
正由pbw基 定理 unllllnfxi xiln trnch了为基
归纳易让 让⼼么叫⼭ 以 fxii xitmuslri tn 氿了禥
Shh 以 fxi xilr tt m k了为其且为交换代数

Yi Siu Bi 作成代数同构
xi xi xi xitui im

③ 对称群Sn关于 C T T 作⽤在⽝上
y不可不⼼ you办 2 -⼼










































































































令 Tsymn ⼆Span9712 yn ET lap ayn y 不 观 ⽐ Esn

并 称 Tsyn为 T 上的对称 张量积
对 4 T 瓦⼉ KerY J
Hi T s UnLL Ker41 n T T为 L模
41GiTsui_Un⼼ Ker4铅 ⼆Tywin了
记 un LL 4 Tsyi

pro h1 UiLLluiyCLlozhimuiu1作成 u i u ⼦ L模
u

Pf
I先让 hiㄍ ui

iuituhiunl.li以 从 以 1 i E Eh oshin了 为基
um关联的graded代数为交换代数

xiix.in ⼆⼗点 axi.nl in tu lz
其中 ⼆ GlXi Xin Eun LU u EUm LlGESn

uiui ui iultuil.ci
严 w 加 王 ⼩ in EU ⼼ Aunt Lu

note2 K.in GGG Ki Xin

叫点 ⼩ inXi Xinl th E thin um ⼼

点an hi iiX X.nl E Un LL
Xi in 0 ki E E in

x 0 即 unuinuntl.LI ⼆ 0
以
由 y 6 x.io 扒⼼ 0 y 不2 ⼜Xin

Tsui作成 L模
un ㄩ Tsyilltsym 作成 L模 定义观

wte.GL Xii Xin 6 Xi o_o Xint 4不扒 Xin ⼗了 且与We作⽤交换

mtez Tsim ⼆ Span 忘no⼼⽥ 不似了

rude3 由 unlu基 u⼭以9古兹⽐㣺灲了为基 由作数导出










































































































⑤ 存在同构交换图

Gifs
th t

un LY un LL
suit

其中义 为 Full 在 Gi 上限制
p为 Is SLU 在 Tsui上 限制
V 由 unut unmaumui unl hn ㄍ1诱导

u⼼01
8 为 SLU iuiuyunus在如⼭上限制

pf Tsim 以 9六点axi ⼩⽥灿 1 is E in可为基
u ⼭ 以 ⼤点 6不 Xin1 is in了为基
S ⼭ 以 1 Xi xinli c c in了为基 对称代数

unuhn LU ufxiixintun Mli ca 了为基 前边已让1

ap r S 均 作成 空间同构
Vox⼤忌 畑 不似 2六点么6凶 Xin XiiXintum LL
fopL吉磊 畑 叭们 8 Lxii Xin Xi XintUm⼭

④ 亽 0 f f S ⼼ ⼀ un ㄥ 为 空间同构
由 S ㄩ 感 ⼭ um ⼆点 u ⼼延拓
0 Sus u⼭ 为 L模同构
不 Xin⼼六点 axi Xnl

pf 只须cheek xp is 为模同构
另 A 为结合代数 若D At A St Dcab Past aDlb

则 称 D为导⼦
若 A由 X代数⽣成 则 D在 X上 作⽤可咋⼀ 确之⼝在 A上作⽤

以上 本节结构紊乱参⻅整理内容










































































































Gtl 2 多项式函数
1- E G InnL 作⽤在 L 上 则 G可⾃然作⽤在 ⼼上

那 Ege G felt xct
tt tx
gfcxcgfxy f gs ⼆ fgix

note 不 为 L的对偶对 ⽐为 送转置作⽤
2 相关构造
① 令 7 ⼼ 为 ⼼ 的张量代数 ⼼如下作成公模
gi 7⼼ Tut
f afznsgfa agf

me G 模 G作⽤⼗保加法

I 沙为 ffg gflf ge 了⽣成的 TCL少⼦理想

5⼼1 7 凶⼝ ⼼ 为⼼的对称代数
I ⼼ 为 7 凶 的 G⼦模 5⼼ 不为G模

⼼ e f 不 aft IES l以 定义了 L上的多项式函数

即 fan of L c

xrsfcyc n fm
③ 全队ㄩ 5 凶 ⼙ 4 S 吵 ⼆ 下⼼ t III

阦⼭由 L上 12次⻬次多项式构成
ㄗ 4 E

由 T ⼼ 作成G模 阳⼼ 作成G模
me 设 L Span纵了 f Elt f 为关于 侧 的线性函数

Tfi为关于似的多项式函数
3 下边理解 G在⼫⼼上 的作⽤
①亽 h Y 01 spanffa iafmlfic lt 7

Wm T L Span x不 aXml XiE L I










































































































p 1 7
个 x vm swmtwm

cfaafm XGD afnlx axmrsfix.infml
则 义作成 G模 同构

note GEL 上作⽤诱导了G在 lt.TN TUI Thi Til
以⼩ Thi TET 上作⽤ 不严谨参看

httpfi X fan of 0 fix 1 fmLXmko.lt xi ELd
f i 0 王 i

f 可 ⼜fm 0

⼈ X 为单射 ⼜ dimhidimmiin.mn
⼀⼤ X 为双射 下证 ⼜为 G模同态

kgEG.xlgcfa afmjllx.am ㄨm

f gtn fgixni n.fm gin
⼜ glxlf⽥ fm 以为 ⼜从1

xq fm l g Xa 可加1

x If of 她以冈 可他以 与上⻓相与
⼈ Xg 作⽤可交换

⼼化 9在 7吡 为作⽤为 9 F 以必可加1 F必以孙 加7

note2 m 1时 x U_U 为恒与映射

TILT 先张量再对偶 a

TL凶 先对偶再张星
⼈ G在⼆者上有与价作⽤

rules 术义 ⽅法 对 fETM.li 令 f i f ⽹ 我 all
则 ⼼ f f a fm

考虑 This T 以 ⼀ 如⼼ 令 o pi 为G模同志
即 0 TTㄩ S 凶 则 llfcxl fcxx.noX

f rs Of










































































































c
pf 由线性性 只须讨论 NG f ⼩ 四fm的情形

此时 OfX f a fmlㄨ

fcxl mnfmM
X f 不四fml lXD D X

f 四 ax

note 7是ㄩ 由 T ⼼上 线性函数构成

g ⼼ 为多项式函数
0将⼆者建⽴关系

③ ThisjiffETMCLTlflxaaxmkfcxana axcm ⽐ 以7
7是以sym ffa uafml fi Elt fa ua fifa 不 0fam ⽐了

则 This 7701sym 5以凶作成G模同构
ul

pf 类似上节 Tsim为 L模证明 与 L作⽤交换

易⻅ 与 G在 Tht T 凶 上作⽤交换

Tilly T Ebym作成 G⼦模
以
验证 X T ⼼syn E Thin 騨⼈诱导同构
验证 p苗射 䬚 p诱导同构

me TMLA 为 Th 上线性函数
T ⼼ 由 fiat 张量得到
⼼沙 由 fiat 乘积得到 或看成 L上多项式
三者抽象意义不同
借由同构关系可将9作⽤转移到合适的框架上研究

note2 类⽐上节得到 Tsim⼆⽔⼭ 旦574旦 unullun lLI
T Tgm⺟了 T ⼆ him a Ki Unni aunt为 模分解
现 加⼼ hi Thijs ⼼

Tht 7是沙symakit 为 G模分解










































































































y 1
补 STE 由 fi fm 构成
加 L 由 L 上 n次多项式构成
合 fi fm以 ⼆ fnnnfm凶 即得 fifm 作为多项式的定义

下设 L为半单李代数 G Inn L 䄪为 L的伴随群 adjoint

4 群不变代数
① PLUG 9PEPLUlgp P lt gEG了作成 阳⼦代数
PLUG中元来 的为G 不变的

② 设 H为 L的Cartan⼦代数 W为 L的weyl群
令 put S ⽵ 为 H上多项式构成的代数
类似前边讨论 H HYTltM SC炒作成 W 模
令 PCH以 PEPCH1 wp P UWEW 作成RH ⼦代数
PLHN中元来 的为 ⼼不变的

mten PLㄩ S⼼ 由 fi fm⽣成 kfiEE meEt

g EG PE lLl gp gcfi f figT fnij
gPcx pcgTxi

现 PEPMG GPEP
PIG⼒ P凶 以⽐

那 PEPLUG ⼙对 L内⾃同构像作⽤相同

5 PMGIPl HN关系
①仝 4 P⼼ PCH 为代数同态

f HH
则 4卬⼭以 EPLHN
Pf lt PE PLUG

亽 a ědeiedfiědei ah si

Qip p Si 4四 4⽇










































































































p
由 i 任兰托 W4卬 124卬 4卬
⼈ 4卬 E PLH W

下证 4 PLLJG PL.HN为单射

pf.BR为 L的正则点集 2 xoERS.t.tl ⼆的 x

由 H共轭咋⺾⽑ ⼆ HER Ig East gun EH
现役 4 p 0 o P19凶 g布⽐ pl Ex ER

PCR 0

即 P在他正则 点集
为 由代数不与式的⽆关性原理 P 0

补 Ngl'Sprincipleof irrelevanceof algebraic inequalities
n.ME Zt ㄗ Ktx ⼊⻔为多项式环

下不召 Rm EP st R ⼀ 不⾮王

若 F⻥化 fx cai.am l l Ri x to ti 3
则 F 0

特别地 正则点集 R 为某个构造多项式的⾮五点集 因⽽P 0

后 让 4 P⼼ PCH W 继⽽⼆者同构

陈 简证
以令 ⼊ EX EH⼥为⽑整权

Ll ⼆君Lmu为关于H模的权空间分解取权基
其诱导表示 p L glll.cn
考虑 P L

cxnstrcpu.in
验证咯去⼊

PEP Ll l p线性性 在线性性 P为m次多项式 t

且 pep L G Y if 荷⼼ 先让 L.fzo.ed fzf.lt adx幂王⻓
fc lii.in










































































































设 Ln 权集为 ⼩⼆⼊ ⼈ ⼀ ⼈了

pix
以㖄 EXE H

pm trcpin Èxiym
U ⺮由基本模 fwi 张成 ⺮由整权格X张成

⼙ H span9㣺 Xml XiEX了

利⽤ polarisation技巧 例 ⼩h ⼩⼗九2 ⼠ it炒

p7H span fi l XEX I
pmLH 以 span9点wail ⼊EX了 cnn.ie wc.in

Span9点wwdilxc.li了
⼜ Ll m诱导的 p ⼩ ⼤⼗⼊⼼

⼆⼊个关于偏序 ⼩于⼊的权乘积

由PEP HN ㄗ 前忘 wit ⼩偏序项 归纳得证
梳理 100⼈ EH me Et p L glluni

ㄗ L c 原像在加⼼ 上

xrstlp.mg
PEP LL G

亽 L以权集为 1⼩⼆⼊ ⼼ 如3
pix

⼩织
⼊㕳 X EH

p xitn.tn
HE spanswil ⼆Ranfx了
pnyi spanfxi.hn XiEX3

spanfT1XEx7
THE span1㮺以 1⼊EX了

span1点以 1 ⽐奶

归纳 ⼆ pamlhlXEXtmc.tt了张成 pnyw










































































































In
note ㄗ H 以通加们以点陀们以

⼩结 主义 G模 ⼈ ⼼丫⼼ 7⼼ SLEEP⼼
TT El This ⼼ Thin TlŪsym

得同构关系 774 Tilt
ThisymZTTElsymzsmllt

证明关系 PLUG台 PHN

Cptll 3 PLHN的结构
不 讨论基础
① 在 I PLH W O PlH p H

Prs古磊⽆们

则 QCPCHDEI 且02 0

me W与代数乘法可交换 0为代数同志

②合 ⼑洲⼗⼆点⼙ H I⼗⼆ In ㄗ H⼗

则 队叿⼗⼆ It 阩 为 It⽣成的 PM理想
z 若⼲引理

my R
① 后 你不 I s t IE I CJz -- 在了
别 了 丰队以 9⽯ ⼀ 不
若 9pihiiepu ns tn 不⻬次且 意PiJi 0
则 RE PCH It

If 反设 了 ⼆ 名⼆⼗ ⼗双Jk Qi EPH
了⼆ 0J 0例了2 t tQCQNJRE

cu
ocp IE It 否则 0则为⾮它常数与下4队以你 ⽯了它
只须 证 ⻓印1 -P EPM It
对 R次数归纳 不妨设degP io 参⻅即⼀尉⼜咋证明

② I⼗由⻬次元来张成










































































































PM I
⼗为 I 中⻬次元⽣成的 PLHI⼦理想

可以为 C上多项式环 队以诺特
由 Hilbert s基之理 PM It 有限⽣成

Prop 设⻬次元9 I ⼀ In了E I ⽣成 队以2⼗

⽇ In 4 阩 Ii it123则 II ⼀⼀ In了代数⽆关

note 即 对任⼀多项式 P PL I In 0 P 0

参⻅府 ⼀ 屁

③ I 2 I ⼀ In 1 2 EC Ix ⼀ 灯了

pf 只须 验证 I 的⻬次元来

t JE I 对 g J归纳
deg了⼆0时显然 下设deg 770

JE It E PLH It J P I ⼗ tpnIn 不妨设不_ 各次

9 In ⻬次 g pi degJ dog Ii
了 0卬1 It 0啊 In
其中 6刚 E I ⽬次数⼩于 J

3 拃论 PLHN C CI In C⽐ 灬 灯
mte CIi了代数天关 ⼆ C II 到 ⼆ Ctx⼀灯

pfecex xnj CEI in In了 作成苗同志
代数天关性 4为单同去

Prop 称 9 Ii 了品为 W的基本不变多项式
则 n l dim H

pf ⽤到 代⼏ transcendence degree性质
参⻅ 剧

note 9Ii了⼼ 通过 Hilberts基之理确⽴选取不咋⼀但数量确⾄

4- 设 I It了 9 I I 了 E队州 为两组基本不变多项式










































































































则可通过调整次序 st deg Ii g Ii
参⻅召22

5 多宗上讨论 ㄗHWE C Ex - - D

PUT⼆ CEI 死了 你不if It由⻬次元构成
3 令degIi ⼆ di 则 di了与红⻔选取天关

补 PLHN 感陀州 ⼆点也别以
阼易⻅志也⽓啊 ⼆点阼川⼉

UP ⼆P tt PREPMY其中不⻬次且degPicdegPit
Ew EW Rzlwx - 阯ㄨ - 或队 以 ⼀不以1 ⽐EH
右侧多项式次数⼩于左侧 ⼆ 在⼼⼋⼀队以 三0 ⽐EH
那 ⼼队⼆队 由 w任⽴性 在E 队以 归纳

⼩结

① Ii PUNT PM⼗⼆点PYHI IE InPHP
Hilbert s基之理 Put It有限⽣成

put It 2川 I 死了 Ji EE
I 由⻬次元⽣成 PLHIILPM SI In3 IiEI⻬次并取标⼩

② 9 Ii Iii 代数⽆关 且 I C ⼝ - - InJ dinH
③ 9deg Ii 与近了选取天关

卬七11.4 Killing同构 psutapslHN
前边 2节 讨论了 PLUG与 Put 的关系及结构
本节讨论这两个代数与 SLUG scnǐ的关S
1 G模
① G⼆Inn L作⽤在 L 上 G作⽤在TLU SN 上

② SLUG由 5⼭ 中G不变⽆构成 作成 5142代数且为G模










































2 killing映射
① killing型 a 为 L上⾮退化 双线性型

诱导 双射 4 ⼼ 还 且4作成 G模同志

所 由 G由 fedEl ZE L幂圣了⽑成 只须证 eedEedz ie
那 让 Ex y E L Head xicy ěaxiy
即 cěx y x ěg

由 as 不变性 z灯 y x EZ gg
cdz x gs cxad z gs
cadi xip adz x ad z gs

归纳
⼆ cx dd zip

cdz x zp Cx ad ziy
再由 edt⼆ 点避 得证

拃论 cgx gg ⼆ a gs Ux y EL gE G
②同构 ⼼⼼ 诱导 同构 ㄒ 4 - ㄒ⼼

代数同构 为⼭ - 5 ⼥ ⼆队4
tG模同构1 suis sitG PLUG

③ a 在H上限制诱导 双射 4 H 𠯢
h n c h ⼀

则 4作成 以模 同构
ㄗf 此处利⽤ W正交性质参⻅ Gti
类似地 同构H H诱导 TUN 7洲

代数同构 SUITS 𠴕 P灬

t w⽊莫同构 SLHN suiipl HN
3 SLU与 SLH关系

①recall Lls s⼼ 且 有三⻆分解 L NDH N



令 k SLUNU⼼ 为 N ⼼⽣成的 5 ⼼理想

y Su K 5训 作成代数同构 题外话
htk hlul LI⼆UCD nl⼼ Uk 1312 uw

② 有下边交换图

suis put
g l t 4
SLH f Put

其中⼜为代数同构2 G 模同构
为代数同构及 以模同构
4由限制得到为代数同志
少为商同⽼ 为代数同志

对 即让交换㧌 4ox pog
EQ fi fjhi hiepi epiE SN
若 r i t i 0 Ki 则 pg 仅 p 2 hi hi 4⽇121
若 ri ti不恒为0 则 fly 240
由 N H c N H 0 得 4仪 21 0

拃论 SLUGS PLUG 作成同构交换图
71 14
SLHN spl HN

pf Xp 4同构 且图交换井
⾄此 SLUG PLUG SUN PCH 均同构于 Ctz ED
⼩结

① L 7⽐ Ski 作成G模
② as 诱导 L E G模同构

X x ⼀



a 诱导 7⼭ ㄒ 凶 为代数同构且G 模同构
办办 XnHCXpa naan -

IN继⽽得到 SLU SLEKPl LI
SLUG IS ⼼ G p u G

限制 在 H上得类似结论
③ 交换图 S⼭ 为 Pui

g l t 4
SLH f Put

其中 x 5ㄩ P⼼ 为G模同构且代数同构
x xm xknXnt x tcxi

pt x类似

4 Put 阩 由限制诱导

p PIH

yiSM SLLYKESLHl
xrsxtk cl由 N ⼼⽣戌

Cpt11.5 泛包络的中⼼
令 ELL zc uulzznuz tuc ua 个 为 uu 的中⼼

1- prop 2⼼ 在 M以上 作⽤为标量作⽤

pf 没 MMEUNT m mx 什么
Uh EH ZEEㄍ hczmx ⽔以2以 E M 从⼆ Cmx

zm zg mx SEC
kuc ucN7 EC umnz uczmn S am

2 EXx ELU C 则 不 作成正⼼ 的⼀作表示
E rs J



并称 Xx为 MM的 central character
下边确定这 ⼀ 中⼼特征 标

① ulumffi fpni li hiei e in 为基
uh 为ㄥ模 ⻜⼼ 作成 H模
khEH h fi fpni li hiei e ir

⼆Gtriip t tennpuj fi fpni li lief epi
uui 基为权向量 讪 有权空间分解

② 考虑 在以 ⼆ fnc uuilhn uh o tnEH了

显然有 ZKJEac4 EU ⼼ 断多下边结论

pwp mu usNOUCL ⼆ Nunn all K

121 K为 us 的双侧理想
B hug KDULH

pfmh LUN由 ul Ll 中 ti 70⽇1的基元⽣成

Nhl 4由 ucll 中 n 70⽇1的基元⽣戍
⻜⼼ 由 ULU 中 Ftipi⼆Fripi的基元⽣成
⼆者相⽢ 且 k由 uLU中 Ftifi ⼆ Fripi to的基天⽣成
hㄩN为 ⻜⼭在理想 K为 us 在理想 右侧同理

3 uu 由 ftp iefripi 的基元⽣成
其中 an 为和式⼆0的部分 K为和式 to的部分

③ 亽 Y has u H 为投射映射 kerfk
由于 K为双侧理想 4为代数同志
并称 4为 Harish Chandra同态

④ 下边确⽴ Xx Thm Xx ELL C 为中⼼特征
则 XxCE ⼆ ⽔4 ⼭

pf 即让 VEEECU Em 4⽐⼈以



HELL E UU ⼆ kazn ULLINau.CH

Z u n ⼗ thank t YLE Ui Chu ni E N
Em fun think 4⼼ 以

4 2 mx

拃论 nut 对 些 作⽤ 为标量作⽤
了 twisted Harishchandra同志 交换

同去 qst.YLZCLDEul.tl SLH

H以 1 hi 为基 ⼆ S训上同态由 Thi㢫确定
九 T SLHI sl.tl 则 ⺾ SH SCH

hi is hit him hit

IT作成 仙 的代数⾃同构
KXEH ⼊可⾃然延拓为 S⼭的⼀作表示

即 ⼊ SUD
schiihim

Xlhiixlhimlkpw.tn.tw EX 为⽑整权 wi hi
pchi 1

⼊叶 hi ⼊lhi ll d philxllkl.tt EH7
XoTf ⼩Ph
Hlsu ⼆ ⼩plan if 为 5HT乘法单位

令 YoY ELL SM 为代数同态
并称其为 twisted Harishchandra同志

4 In TYE SUN
prop Verma上 的 ⼀些结论

⼊EH 若2 i St Hp hit EEt
亽 v f 如 们以 EMlX M Sil⼊⼗P P



则 my旦瓦⼭⼄为 Ml ⼦模

pf 条件 ⼊⼆三kiwi EX 且丑 ist biz
以先让 VE Mmm为⾮圣权向贵

recall u ⼼ - M⼩⼆ ⺠们 mx

f 吅
⼉们
to v f ⼼们mx to

由 h 2 ILN dtpilhilxilhiJ t
k ⼩LHpchiixi 2 EMlhu
siCHP⼆ Hp dtplhilxi

Mtp
CH再让 No 0 只须对 ej EG讨论

recall Gt103 ei fin ndlhil fit finely
特别地 eifi 艺⼊ 0

itj ej fi 吅
⼉们
以 ⼆ ftp ejmx o

ij seifi 灬 eifi
灿

m 0
13 于是 ULD 0 UH uLN 0 C 0

0⽣成的 M⼼⼦模为 ⺠⼼ 0
⻜以 UB 0
u⼼ 0

考虑 Q MIM zuuo umo

umnnsuo ua u ⼼

0为葛同态 且 u ro u fi⼼⼼以 ⼀

u fi 垗
⼜ fi 加以 to ul LI 天⾊因⼦ u 0

i 0作成同构
note 这⾥有点类似罗⽼师讲的 构造 Ml ⼦模



引理若x.DE姒 从 ⼊以仁灿 以 EH 则

xypf只须让 ⼼ 0 Kt ET x

设 仁 不 Xm Xi EH s.t.in o txEHt
若x to 则 Xi to ti

h Ht 9⼊EH 1万㖄 0了

则 Hi作成汁真⼦主问
⼈王⼊ EH⼋点Hi st tail to
继⽽ ⼼ to Go

引理 2 ⻜⼊EH 由 T性质 ⼩⼚⼆⼊ p 及 ⼩Y X⼊
得 ⼩p To Y ⼊ 4 Xx 14 all SLH

引理了 若⼊⼆平 kiwiEXS.tn Ii hi20

令 M Si Hp p 则 My可视为 MM⼦之模
特别地 有 ⼩ ⼆么

Prop 令 ToY 2⼼ S⼭ 为 twisted Harishchandra同志

则 ImTo YE s un

Wpf即证 UZEZCU.TYCHESl.HN
由 W sil i 1灬 l 只须对 Si 验证

即 Si Tycz ⼆ To4⼼
由引理1只须 证 ⼊Si Ty ⼼ ⼆ ⼊达4⼼ 以 E H

由Zariski拓扑的稠密⼦集性质
只须 验证 Hp EHY⼊EH的情形
由引理 2 atplTo4 21 XxLE

Hp Si 704⼼ SitHp 1904叺

M To4⼼ Y⼼
由⼊ EP 及引理了⼆ Xi Xu



⾄此得到 Ty ⽐ SUN 为代数同志
实际上 后边部分将证明 其作成同构
5 G对 u⼼ 作⽤

① recall 0 S⼼ u ⼼ 作成ㄥ模同构
不 ⼩⼼六点么不⽤在叶丁

⼚为 9xay yax tnyj了在⼗⼼上⽣成的理想

由 仁InnL作⽤之义 ⼆ 丁作成G模
uu 作成G模
0亦作成G模同构

u②没 XEL stn adx幂⻥ 则 X在 T上作⽤局部幂⽯

pf 由 X y那2 EX717 yzt 䧃 区幻
归纳得 xim TLㄩ 0 ridin L

me 7由X⽣成
分为
T上导⼦ 则 x⻢部幂王 世 ⼒在X上局部颗

A为代数 S为A上幂王导⼦ 则 et作成A的代数⾃同构

阺 归纳易证 Snxy ⼆点ci si 8哬
etx in⼆百廿87xnn

itjir I ⾔志 it s Six S啊
⼆⾼看 _ si 奾
⼆ einen

e
S作成代数同去 易⻅道为 ē

特别地 X 为 T上局部幂王导⼦ ⼆ ⽐为 T的⾃同构

此外 e E Inn L G T为G模 e 为T的⾃同构
实际上 ⼆者对 7作⽤效果⽢价

代数同态
即 eicy a aymh leiy la aěym
也在 L上作⽤为adxj dYyDan aletymj



G作⽤议renren.la y⽤ 可别
因此 ě EG对ㄒ的作⽤ 可理解为幂王导⼦的累加作⽤

x EL 且 adi 0 令 Ci础 为 C上互不相同的 n个数
则 span 1 adx adxntkspanfedixliy.nu3

i⾮ 由
ědcix u adx ⼀㖄 简

all

mi n

ti ed 1 adx 器惗它意
右侧矩阵⾏列也范德蒙德⾏列式 故可逆

4
prop zuㄩG 2ㄩ

pf 2 EE EN ⼆ adx.EE 0 ⽐⽐

eadx.z z.lt xct 且adx幂⽯
Iědx视为作⽤⼆ ZEh.LU G

E Excel且adx幂⽯

nc ui.ua e
d
u n

由上边引理 adx yeaday try flat
adx.utgi tytt.in

由adx幂⻥ 7 ⼗⼏⼗ ⼆0

adx.in o

由性质 EX.hu xitxz.int 匠们 ⼈

知 只须 让 u 与 uu ⽣成⽆交换
现化⼼ ec.fi.fi 了在 L上幂王 ufei.fi交换
⼜ ⼼ fi Iii ⽣成红⼉ 井

mole这⾥⽣成只代数⽣成 hi由廿式 hizeifi f.iei⽣成



6 EU 结构
I 现 Sui Gi UNG 为 G模同构 ⾮代

xixmrsfEsiix im
⽽ uu G Zㄍ1
0 SLUG 2- ⼼ 为G模同构

⼜ y S⼼ y W为代数同构

吣 2-⼼ ⼀ sui 为空间同构
I
前边得到 Ty zcu slHN为代数同去
下边通过 7⼼同构性得 Toy同构姓
① UH 作成 filtered代数 U 4 E Eun ⼼⼼ ⼀

令 Zilch⼆ 纵 472⼀⼼⼆ 2-⼼作成filtered代数
SLH ⼆点smh 亽 sn训⼆点SMH
SH作成filtered代数

合 silHN silhnsu yw slHN亦作成filtered代数
② lemma i A⼆点Ai B⼆点Bi 为filtered代数
令 grA ⼆ 的 2点A喺 为A的 graded代数

grB B 2点BilBit 为B的 graded代数
若 王 义 A 13 St X Ai E Bi
则 以 2 grx A B st grxLAiytaiFBi txc

2 若 XCA il ⼆ Bi 且义双射 gr 2 双射
⼼ 若 grx 双 射 则义双射

证明不作 参⻅召了3 -⽯34
③ Ty Ecu s炒⼏ 作成代数同构
思路 Toy Z ㄩ sunW为代数同志

7⼼ 2-⼭ SUN为 空间同构



y
grtoyligrzcugrsltnwgryoOT.grZlutgrsut

n 先证 gnTo4 greg07
由 go04双射及70 Zi 4 SiLH

W

grey⼼ 为双射

girlTo4 为双射
To4为双射

参⻅品4 剧 可证

拃论 2⼼ ⽣ CE x ⽕ 为代数同构
拃论2 ⼩ME 则 ⼩⼆Xn Mtp wcxtp.tw EW

pf E Mtp WLHP.KZE ELLXu 4
xncziu.ie ⼼

wcHP pJCYEDzxotXPE.nlHp of 4 21
Hp W T 4⽇ 1

⼜ To 4⼼ESLHN wt.cat 1 T.eu

XfH dtpㄒ 4⽇11 Xx

utpawutp.tw EW

my nWentp 4
a多项式⼜ EPLH灲 SUD

St ⼜ Wy 1 ⼜Lmmtpi 0 插值1

不妨设⼜E SUDW否则可⽤有赢收 代替

⺕ ZEZCUS t.to 4 Z 2
A X Z ⼆ 和 4 Z HpcTo4创 ⼩p 2 1

加⼭ MP 2 0



⼩结
①ECG对 Md标量作⽤ X 2-⼼ c 为M⼼中⼀特征标
② zuicsh lu ⼆ 2 ha k 4 uy ⼀ ⻜嘛换

4 2-⼭ u H SUH

Xx ⼩4
③ T SLHHSl tn 为代数⾃同构且 ⼊ T ⼩p 左⽣⼊化简

Toy zu SUN作成代数同去
④ ELㄩ 21ㄩa y d 2- 4 SUN为 模同构

filtered性质 YoY为代数同构

Gt 11.6 Casimir元素

⼈设 L 以9 Xii 为基 且半单
上的 killing型⾮退化 2 Mi3 iis t cxigpn si
亽 c Ěxiyi 称为⺠⼼的 Casimir云 则 C与其选取天关

ㄗf 设 9 ii 为 L基且关于 killing对偶基为 fyi
则

a慆以 in ⼀ 𠍆 必 列 E

设 cxi mx i lxi hn B

yi 不 你 不⼩⼼

⼼ 以勨⼆ 灬 灬 13叫勐⼆⼋⼋州懰
仅

2 Casimir元 CE Ecu meet ㄠ与 s 有关

if EXEC C x cx y您 x

不同 不 C相差对应常数

⼼ 瀏
上以 们懰⼗⼋⼼ 则信别



川 D
xnxx.nl到⼗⼋灬川管品

⼆⼩C 4 txnxn缴 1ㄨ灬 刘佳箚
只须让右侧 2个加式和为0

lemma EZ EL Z Ècxi y i Ècyi2 x i
z z

y 不㑎品 1 㒍品
特别地 ⼼ Zn x 灬 yi 2

以 到 Kxi Ej
由引知⺠ LEXㄨ ⼀ Eh刈 xi xnjB.CC了X Eyn灯 六 ⼀ yn 132

其中 B ⼆ KEY ⻔于⻔ 132 孙⻔ ⼊⻔

由 LEXi灯 yj Eyj灯 Xis

132 B⼗

txnxn缴 11 ⼈ 则信烈
x xn Bi缴⼗以 ⼼Bi儌 0

3 recall Cha has ha leaf了
c thxex fa
2 exfa

zhi
cen.fm ⼆ Ì chx.hn hi Ti2

1212

若⽤Ǜfa代替后 则 ex.fi 1

此时 a fx i ha ha

合 Chi的为H基 9hi础为其关于killing型对偶基
则 czhihit thi.hu t彘 a fat藏 fex

⼆ 点hihi4蝱 hit 2蝱 he



Prop RC EZ为 Casimir⽆则 Xx p Hp

pppf.C.mx⼆点hihi t蝱 hit 2蝱 he1 m
点 Nixlhi 就⼊以1 以

其中 蝱⼊收 4 蒜 a 2 x p

仅 以⼆ Chi hi 1到
⼆ lhi i.hu 别

Xlhi hi hi ⼆ bi
Xlhi hi hi hi

lxlhi ⼊⼼ 焱
b ⼀ but㑎
bi biK缆⻔ Chi hi 憉
hi hi ⼊ ⼊

me C 与内积有关 相差常数倍 但 Xc.ci与内积天关

note2 C⼊ 螡 x 2 ⼊新 x

⼩结 PLUG PLHMSLLIGSLHW.ECㄩ u yG同构于 G 幻

PLLJG pl.HN

A v
f rs HH

与内积 SLUG PLUG SLHN P H 同理
有关 xi.xnrsxi.it 不兰 ⼼ 7

SLUG SLHN 其中 hESLH k E SLU9⼼⼉⼼了
htk rs h

O SLUG ⼀ 死必 为G L模同构
Xixnm EXa.in灿 4 ullb h.cm say

To yizy sl.HN作成代数同构 htu h.aeau.mn



补 SLL2 cl 上的例⼦
令 L spanfe fi h了 Eef h Eh e 2 e h f 2f
H span hh 此时上边 5个代数均同构于 C⽹
下边具体计算 Uemma 5个代数⽣成不均为⻬次单项式1
① SLH spanSh In EZ 3 W s Sh h

SCH 以 spanSh In aZt了 ⼆ C t们
② 由 SLLI SLUkefi ESM

y syG ssl tl
⼆ 叭们 h4 x
由G cělědf 验证 知 X 4ef 符合要求

note由 de ft f the 知 x必不含 f的⼀次单项式
hrsh z e

e me

否则作⽤后 h系数改变 与作⽤不变⽭盾
同理 x不兮 e的 ⼀次单项式

由 eadeihl slh zee
已

知 ⼒不合 f2单项式
f tth eiff efth ei
e 2 me

2

同理 X不含 e2单项式
以此过程 可否得到 I Ii 为⻬次多项式

③ E f hi et off he了关于 7的对他真

4 L
x x -

441 f fs ftcf hs li tcf es



f e A t c h h E
4 e

4 h 8北 4 e 4 f
4444州 64 ht 64 ēf
PLUG ⼆ CEli4eifJ

PcHlW CC j
⽼⽼ a模同构 SLLIG ullsG

zulh44eflsh4zeftzfe

h4zht4fe.LI上 S H 以 CC们
PLHN CEx⼓

SK G
CEh44feJPLUG

cthttf.es
Zlㄩ CEh42ht 4fej


